Chapitre 2

Méthodes de différences finies et
volumes finis pour les problemes
elliptiques et paraboliques

2.1 Principe des deux méthodes

2.1.1 Cas de la dimension 1

On considere le probleme unidimensionnel
—u(z) = f(z), Vax€]o,1], (2.1.1)

w(0) = u(1) = 0, (2.1.2)

ou f € C([0,1]). Les conditions aux limites (2.1.2) considérées ici sont dites de type Dirichlet homogene
(le terme homogene désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par exemple la diffusion de
la chaleur dans un barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités sont plongées
dans de la glace.

Méthode de différences finies.

Soit (2k)k—o,... N+1 une subdivision de [0, 1], avec :

To=0<z <23 <...<2N <2ZN41 = 1.
Pour i =0,..., N, on note h;y1/2 = zi41 — ; et on définit le "pas” du maillage par :

h= nax hiy1/2- (2.1.3)

1=u,...,

Pour simplifier 'exposé, on se limitera dans un premier temps a un pas constant :

hi+1/2:h Vzé[O,N]



On écrit équation aux dérivées partielles (2.1.1) aux points x;
_ull(xi):f(xi), Vi:]_y.”’N’

Effectuons un développement de Taylor en x; :

2 h3 h4
w(wipr) = u(zi) + h'(z;) + Euu(%) + Eum(xi) + ﬂ“(4)(Ci),
2 h3

h Kt
(i) = (@) = (@) + Zou (@) = u (2i) + u(n,),
avec (; € [T, Tit1], 7 € [ri—1,z;]. En additionnant, on obtient :
w(zivr) +ulrio) = 2u(z;) + h2u” (2;) + O(h?)

11 semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u”(z;) par le “quotient différentiel”

2u(x;) —u(wi—1) — u(wisr)
72

Sous des hypotheses de régularité sur u, on peut montrer (voir lemme 2.12 page 16) que cette approxi-
mation est d’ordre 2 au sens

2u(w;) — u(xi—1) — u(wisr)

2
Ri =" (x;) + 3 =O0(h?)
On appelle erreur de consistance au point x; la quantité R;.
Méthode des volumes finis.
On ne se donne plus des points mais des volumes de controle K;, i=1,..., N, avec K; :]xi_l/g, xH_l/g[,

et on note h; = x;1/2 — x;_1/2. Pour chaque volume de controle K;, on se donne un point x; € K; =
Jzi—1/2,%iy1/2[- On pourra considérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point possible) : z; =
1/2 (le/Q + xi,l/Q) . On integre I’équation —u” = f sur K :

Tit1/2 Tity1/2
/ —u'(x)dx = / f(x)dz

Ti—1/2 Ti—1/2

et fi = hi Tit1/2 f(x)dx. On obtient :

Ti—1/2
—u'(ziy1y2) U (2i1y2) = hifi, i=1,...,N.

On cherche donc a approcher les flux —u/(z;41/2) aux interfaces ;4 /o des mailles. Notons que 'opérateur
a approcher est ici d’ordre 1, alors qu’il était d’ordre 2 en différences finies pour la méme équation.

On se donne une inconnue par maille (ou volume de contrdle i), qu’'on note u;, et on espére approcher
ainsi la valeur u(z;) (ou hi fK'i u). On approche u'(z;41/2) par le quotient différentiel

u(Tiy1) — U(ﬂfi).

hitv1/2



Le schéma numérique s’écrit donc :

Ui m W ML g i=2,. . N~ 1. (2.1.4)
hiv1/2 hi—1/2
Pour la premiere et N-iéme equations, on tient compte des conditions aux limites (2.1.2), et on u'(0)
(resp. u/(1)) par %/12) (resp. %, ce qui donne comme premicre et derniere équations du schéma
numérique :
Uy — U u
e S (2.1.5)
hs /o hio

_UNTUN-L L UN =hnfn, (2.1.6)

hn_1/2 hnii/2
Remarque 2.1 Sile pas du maillage est constant : h; = h,¥Vi=1,..., N (on dit aussi que le maillage est

régulier), on peut montrer (exercice 1 page 46 ) que les équations des schémas volumes finis et différences
finies auz conditions de bord et au second membre prés. Si le maillage n’est pas réqulier, ceci n’est plus
verifié.

2.1.2 Cas de la dimension 2 ou 3

On considere maintenant le probleme (1.3.2) en dimension 2 ou 3, sur un ouvert borné Q de R¢, d = 2
ou 3, avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes qui s’écrivent maintenant :

u(z) =0,V z € 0Q, (2.1.7)

ou JN) désigne la frontiere de Q.

Méthode de différences finies.

Supposons (pour simplifier) que le domaine € soit un carré (c.a.d. d = 2, le cas rectangulaire se traite tout
aussi facilement). On se donne un pas de maillage constant h et des points x; ; = (ih, jh),i=1,..., N,
it =1,...,N. En effectuant les développements limités de Taylor (comme au paragraphe 2.1.1 page 8)
dans les deux directions (voir exercice 13), on approche —d2u(z; ;) (resp. —8jzu(xi,j)) par

2u(wij) — u(®iv1,;) — u(@i-1,5)

2u(w; j) — u(w; j11) — U(ﬂ?m‘—l))
h2 '

h2

(resp. par

Ce type d’approche est limité a des géométries simples. Pour mailler des géométries compliqués, il est
en général plus facile d’utiliser des triangles (tétraedres en dimension 3), auquel cas la méthode des
différences finies est plus difficile & généraliser.

Méthode de volumes finis.

On suppose maintenant que § est un ouvert polygonal de IR?, et on se donne un maillage 7 de €, c.a.d.,
en gros, un découpage de €2 en volumes de controle polygonaux K. En intégrant 1’équation (1.3.2) sur K,

on obtient :
/—Audaﬁ:/ fdx.
K K
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Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation :

— Vu(x).nK(x)d'y(x):/Kf(x)dx,

oK
ot dy(z) désigne l'intégrale par rapport & la mesure uni-dimensionnelle sur le bord de louvert 2, et ol
ng désigne le vecteur normal unitaire & 0K extérieur & K. Comme K est polygonal, on peut décomposer
OK en arétes o qui sont des segments de droite, et en appelant £k I'ensemble des arétes de 0K, on a
donc :

- Z Vung  dy(x) = / f(x)dx,

o€l V7 K
oll ng , désigne le vecteur normal unitaire a o extérieur a K (noter que ce vecteur est constant sur o).
On cherche donc maintenant & approcher la dérivée normale Vu.ng , de maniere consistante sur chaque
aréte o. On se donne donc des inconnues discrétes notées (ug)ker, qui, on espere vont s’avérer étre
des approximations de u(x k). Pour une aréte 0 = K|L séparant les volumes de controle K et L, il est
tentant d’approcher la dérivée normale Vu.ng , par le quotient différentiel

u(rr) — u(zk)
dr,L
ot dg,r, est la distance entre les points xx et xr. Cependant, cette approximation ne pourra étre justifiée
que si la direction du vecteur défini par les deux points xx et xr, est la méme que celle de la normale ng o,
c.a.d. sile segment de droite xxxy, est orthogonal & 'aréte K|L. Pour un maillage triangulaire a angles
strictement inférieurs & m/2, ceci est facile a obtenir en choisissant les points zx comme intersection des
médiatrices du triangle K, voir Figure 2.1.

FiG. 2.1 — Exemple de volumes de contréle pour la méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

On se placera ici dans ce cas, et on verra plus loin d’autres possibilités. on approche donc Vu.ng|, par
u(rr) — u(zrk)

7 et en notant |o| la longueur de 'aréte o, on approche :
K,L

L — U
dr,1.

s

U
/Vu.an’y par Fg o = |0] K, pour tout o € Ex et pour tout K € 7.
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Le schéma volumes finis s’écrit donc

Z Fr o, = |K|fK, (2.1.8)

cEEK

ou |K| est la mesure de K, et fx = \_flq Sy f(x)dz, et ou les flux numériques Fi , sont définis (en tenant
compte des conditions limites pour les arétes du bord) par :

—|U|UZ_7UK sio=K]|L,
Fro = wt, (2.1.9)
—|a|d sioc C 0N etoelg,
K,o

ol dk,, = distance entre zx et o

Comparaison des méthodes

Cette introduction aux différences finies et volumes finis nous permet de remarquer que les différences
finies sont particulierement bien adaptées dans le cas de domaines rectangulaires ou parallelepipédiques,
pour lesquels on peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens dans le cas présent) c.a.d.
dont on peut indexer les mailles par un ordre (4, j) naturel.

Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvent & 1’aide de triangles (ou tétraedres) et dans ce
cas la méthode des différences finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit aux volumes
finis, dont on vient de donner le principe, soit aux éléments finis, que nous aborderons ultérieurement.

2.1.3 Questions d’analyse numérique

Voici un certain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de I’analyse numérique, auxquelles
nous tenterons de répondre dans la suite :

1. Le probleme qu’on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localisées aux noeuds du maillage
dans le cas de la méthode des différences finies et dans les mailles dans le cas de la méthode des
volumes finis) admet-il une (unique) solution ? On montrera que oui.

2. La solution du probleme discret converge-t-elle vers la solution du probleme continu lorsque le pas
du maillage h tend vers 07 Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace, le pas du
maillage est défini par

h= sup |zit1 — il (2.1.10)

i=1...N

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espace, il est défini par :

h= sup |Tit1/2 —Ti—1)2]- (2.1.11)
i=1..N

1=1..
en deux dimensions d’espace, le pas h est défini par

h = sup diam(K), avec diam(K) = sup d(z,y),
KeT z,yce K

ou 7, le maillage, est 'ensemble des volumes de controle K. Notons que la réponse & cette question
n’est pas évidente a priori. La solution discrete peut converger vers la solution continue, elle peut
aussi converger mais vers autre chose que la solution du probléme continu, et enfin elle peut ne pas
converger du tout.
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2.2 Etude de la méthode différences finies pour un probléeme
elliptique unidimensionnel

On cherche a discrétiser le probleme aux limites, suivant :

{ —u(z) + c(x)u(z) = f(x), 0<z<l,

u(0) = u(1) = 0, (2.2.12)

ou ¢ € C([0,1],R4), et ¢ € C([0,1],IR), qui peut modéliser par exemple un phénomene de diffusion -
réaction d’une espece chimique. On se donne un pas du maillage constant h = ﬁ, et une subdivision de
10,1, notée (zx)k=0,. . N+1, avec: 29 =0 < 1 < z2 < ... < zny < Ty+1 = 1. Soit u; I'inconnue discrete
associée au noeud ¢ (i = 1,...,N). On pose ug = uny4+1 = 0. On obtient les équations discretes en
approchant u” (z;) par quotient différentiel par développement de Taylor, comme on I’a vu au paragraphe

2.1.1 page 8.

1
—(2u; — ui—1 — u; +cu;=f;, 1=1,...,N,
et 1= i) f (2.2.13)

Ug = UN4+1 = 0.

avec ¢; = c(x;) et f; = f(x;). On peut écrire ces équations sous forme matricielle :

uy bil
AUy = by, avec Uy, = et by, = (2.2.14)
un In
2+Clh2 —1 0 0
—1  2ch% -1 :
et Ah = 0 0 . (2215)
: -1 2+CN71]”L2 -1
0 0 —1 2+CNh2

Les questions suivantes surgissent alors naturellement :
1. Le systeme (2.2.14) admet-il un unique solution ?
2. A-t-on convergence de Uy, vers u et en quel sens?

Nous allons répondre par Iaffirmative a ces deux questions. Commengons par la premiere.

Proposition 2.2 Soit ¢ = (c1,...,cn)t € RY tel que ¢; > 0 pouri = 1,...,N ; alors la matrice Ay,
définie par (2.2.15) est symétrique définie positive, et donc inversible.

Démonstration : La matrice Ay, est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit
v = (vy...vn5)%, on pose vg = vy 41 = 0. Calculons le produit scalaire Apv - v = vt Apv. On a :

2—|—Clh2 -1 0 V1
-1 :

" —1 :
0 —1 2-|—CNh2 UN
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c’est-a -dire :

N
1
Apv-v = ﬁ Zvi(—vi_l + (2 + CihQ)’Uz' — ’U1'_|_1).
i=1
On a donc, par changement d’indice :
1l N N+1
AhU UV = ﬁ Z(_Uiflvi) + 2(2 + Cth Z Vj—10j
i=1 i=1

Et comme on a posé vg = 0 et vy41 = 0, on peut écrire :

N
Apv-v = 222+czh2 Z —20;0;—1)
=1 i=1
soit encore :
N
Apv-v = Z v + — Z —20vi1 + 07 + vl ,) + v
i=1 i=1
On a donc finalement :
N

Apv - ’U—ZQU —|— Z —;—1) —HJZQVZO, sz(vl,...,vN)EIRN.
-1

Si on suppose Apv-v =0, on a alors

N
E cihzv?:Oetvi—vi,lzo, Vi=1...N.
i=1
On adonc vy =ve =... =vy = vy = vn+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées méme si les
¢; sont nuls. Ceci démontre que la matrice Aj, est bien définie.

Remarque 2.3 (Existence et unicité de la solution) On a montré ci-dessus que Ay est symétrique
définie positive, donc inversible, ce qui entraine ['existence et l'unicité de la solution de (2.2.14). On
aurait pu aussi démontrer existence et lunicité de la solution de (2.2.14) directement, en montrant que
Ker(Ap) = 0 (voir exercice 2 page 46). On rappelle qu’en dimension finie, toute application linéaire
injective ou surjective est bijective. On en déduit ainsi 'existence de la solution du systéme (2.2.14).

Remarque 2.4 (Caractére défini et conditions limites) Dans la démonstration de la proposition
2.2, si ¢; > 0 pour tout t =1,..., N le terme Zi\;l c;ih?v? = 0 permet de conclure que v; = 0 pour tout
t=1,...,N. Par contre, si ¢; > 0 (ou méme ¢; = 0 pour tout i = 1,..., N, c’est grice auzx conditions
au limites de Dirichlet homogénes (représentées par le fait qu’on pose vg = 0 et vx+1 = 0 ce qui permet
d’écrire alors les équations 1 et N sous la méme forme que 'équation i) qu’on peult montrer que que

v; =0, pour touti =1,...,N, car v; = v;_1, pour touti=1,...,N, et vg = 0. En particulier, la matrice
de discrétisation de —u'" par différences finies avec conditions aux limites de Neumann homogénes :
—u' = fa
{ W(0) = /(1) =0, (2.2.16)

donne une matrice Ay, qui est symétrique et positive, mais non définie (voir exercice 10 page 49). De fait
la solution du probléme continu (2.2.16) n’est pas unique, puisque les fonctions constantes sur [0, 1] sont
solutions de (2.2.16).

14



Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de la convergence.

Définition 2.5 (Matrices monotones) Soit A € My(R), A = (aij)i=1,...N, j=1,...,n. On dit que A
est positive (ou A >0) si a;; >0, Vi,j=1,...,N. On dit que A est monotone si A est inversible et
A7t >0.

L’avantage des schémas a matrices monotones est de satisfaire la propriété de conservation de la positivité,
qui peut étre cruciale dans les applications physiques :

Définition 2.6 (Conservation de la positivité) Soit A € My(R), A = (aij)i=1,... N j=1,..N; ON
dit que A conserve la positivité si Av > 0 entraine v > 0 (les inégalités s’entendent composante par
composante).

On a en effet la proposition suivante :

Proposition 2.7 (Monotonie et conservation de la positivité) Soit A € My(IR). Alors A conserve
la positivité si et seulement si A est monotone.

Démonstration : Supposons d’abord que A conserve la positivité, et montrons que A inversible et que
A~! a des coefficients > 0. Si = est tel que Az = 0, alors Az > 0 et donc, par hypothese, > 0. Mais on
a aussi Az < 0, soit A(—x) > 0 et donc par hypothese, 2 < 0. On en déduit x = 0, ce qui prouve que A
est inversible. La conservation de la positivité donne alors que y > 0 = A~!y > 0. En prenant y = e;
on obtient que la premiere colonne de A~! est positive, puis en prenant ¥ = e; on obtient que la i-eme
colonne de A~ est positive, pour i = 2,..., N. Donc A~! a tous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant que A est inversible et que A™! a des coefficients positifs. Soit
z € RY tel que Az =y >0, alors z = A1y > 0. Donc A conserve la positivité. [

Remarque 2.8 (Principe du maximum) On appelle principe du mazimum continu le fait que si f >
0 alors le minimum de la fonction u solution du probléme (2.2.12) page 13 est atteint sur les bords.
Cette propriété mathématique correspond a lintuition physique qu’on peut avoir du phénomene : si on
chauffe un barreau tout en maintenant ses deux extrémités a une température fize, la température aux
points intérieurs du barreau sera supérieure a celle des extrémités. Il est donc souhaitable que la solution
approchée satisfasse la méme propriété (voir exercice 5 page 48 a ce sujet).

Lemme 2.9 Soit ¢ = (c1,...,cn)t € RY, et Ay € My(R) définie par (2.2.15). Si ¢; > 0 pour tout
i=1,...,N, alors Ay, est monotone.

Démonstration : On va montrer que si v € IRN, Apv > 0 alors v > 0. On peut alors utiliser la
proposition 2.7 pour conclure. Soit v = (v1,...,vx)" € RY. Posons vy = vn4+1 = 0.. Supposons que
Apv > 0. On a donc

1 2 1
_ﬁvifl + <ﬁ + Ci> V; — ﬁvﬂrl > O, 1= ]., ey N (2217)

Soit
p:min{i e{l,...,N};v, = min vj}.
j=1,...,.N
Supposons que minj—;, . nv; < 0. On a alors p > 1 et :

1 1
ﬁ(vp —Up—1) + CpUp + ﬁ(”p —vp-1) > 0.
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On en déduit que

2 1 1

72 = ﬁ(vp—l —vp) + ﬁ(”zﬁl —vp) > 0.
Sic, > 0,onadoncv, > 0,etdoncv; >0, Vi=1,...,N.Sic, =0, ondoit alors avoir v,—1 = vp = Vp41
ce qui est impossible car p est le plus petit indice j tel que v; = min;—;, . nv;. Donc dans ce cas le

minimum ne peut pas étre atteint pour j = p > 1. On a ainsi finalement montré que {min v; > 0, on
ie{l,..,.N

a donc v > 0. n

Définition 2.10 (Erreur de consistance) On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en
remplacant linconnue par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du schéma (2.2.13),
Uerreur de consistance au point x; est donc défine par :

1

R; = ﬁ(2u(x7) —u(zi—1) — u(xirr)) + elx)ulx;) — f(x;). (2.2.18)

L’erreur de consistance R; est donc I'erreur qu’on commet en remplagant Popérateur —u’” par le quotient
différentiel

%(QU(%‘) —u(@io1) = u(@ig1)).

Cette erreur peut étre évaluée si u est suffisamment réguliere, en effectuant des développements de Taylor.

Définition 2.11 (Ordre du schéma) On dit qu’un schéma de discrétisation o N points de discrétisation
est d’ordre p s’il existe C' € R, ne dépendant que de la solution exacte, tel que l’erreur de consistance
satisfasse :

_ max (R;) < ch?,
ot h est le le pas du maillage défini par (2.1.3) (c.a.d. le mazimum des écarts xiv1 — x;). On dit qu’un
schéma de discrétisation est consistant si

max (R;) — 0 lorsque h — 0,

yenn

ou N est le nombre de points de discrétisation.

Lemme 2.12 Si la solution de (2.2.12) vérifie u € C*([0,1]), alors le schéma (2.2.13) est consistant
d’ordre 2, et on a plus precisément :

h2
|R;| < —sup|uP], Vi=1,...,N. (2.2.19)
1290,

Démonstration : Par développement de Taylor, on a :

h? h3 ht

i) = ulz) + ha' () + Z-u (2:) + Fum(%) + ﬂ“(4)(5z)
2 3 4

u(xi_1) = u(x;) — hu'(z;) + %u”(xi) — %u”’(mi) + %u(‘l)(m)

En additionnant ces deux égalités, on obtient que :

o usn) + i) — 2u(e) = ') + 37
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ce qui entraine que :

h2
|R;| < — sup |[u]. (2.2.20)
1290,

Remarque 2.13 (Sur ’erreur de consistance)

1. Si on note Uy, - (u(x;))i=1...n le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactes de la solution
de (2.2.12), et Uy = (uy ... un)t la solution de (2.2.13), on a :

R = A, (U, — Up). (2.2.21)

2. On peut remarquer que siu™® = 0, les développements de Taylor effectués ci-dessus se résument d :

" 2u(x;) — u(@i-1) — u(@it1)
—u'(z;) = 02 )
et on a donc R; = 0, pour tout i = 1,...,N, et donc u; = u(x;), pour tout i = 1...N. Dans
ce cas (rare!), le schéma de discrétisation donne la valeur exacte de la solution en x;, pour tout
i=1,...,N. Cette remarque est bien utile lors de la phse de validation de méthodes et numériques
et/ou programmes informatiques pour la résolution de l’équation (2.2.12). En effet, si on choisit f
telle que la solution soir un polynome de degré inférieur ou égal a 3, alors on doit avoir une erreur
entre solution exacte et approchée inférieure a l’erreur machine.

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu’'une notion de stabilité, que
nous introduisons maintenant :

Proposition 2.14 On dit que le schéma (2.2.13) est stable, au sens ot la matrice de discrétisation Ay,
satisfait :

N 1
A5 oo < = (2.2.22)

On peut réécrire celte inégalité comme une estimation sur les solutions du systéme (2.2.14) :
1
Ukl < 21 flloo- (2.2.23)

Démonstration : On rappelle que par définition, si M € My (IR),

M
Ml = sup '” oo " avec folloo = sup _Juil
1)6;1301\’ Voo i=1,..,N
U

Pour montrer que ||A;1HC>o < %, on décompose la matrice Ay sous la forme Aj, = Ao, + diag(c;) o Agp,
est la matrice de discrétisation de I'opérateur —u'" avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes, et

S, ]
2o 0
1 .
Ao =| "72 : (2.2.24)
1
2
4
|0 nz K2
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et diag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux ¢;. Les matrices Aoy, et Aj sont inver-
sibles, et on a :
-1 —1 —1 —1 1 1 1 —1
Aoy — Ay = Ag AnAy " — Ag, Aon Ay~ = Ay, (An — AOh)Ah :

Comme diag(c;) >0, on a Ap > Agp, et comme Agy, et A sont monotones, on en déduit que :
0< A,:l < Aghl, (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que si B € My (IR), et si B > 0 (c.a.d. B;; > 0 pour tout ¢ et j), on a

yeeey

N N
[Bllc = sup sup |[(Bv);|= sup sup ZBMUJ' [Bllc = sup ZB”'
ﬁeﬁ{q’ i=1,...,.N ﬁel]lRJ\lf i=1,....,N i=1 =1 Nj—l
v||= vl|=

On a donc ||A;:1|| = SUP;=1,....N 2?21(14}:1)1'3‘ <Sup—y,. N ZL(AEJ)U car Agl < Aah,l ; d’ott on déduit
que || A; oo < [[Ag;]loo- I ne reste plus qu’a estimer || Ay, [|s. Comme Ag,' >0, on a

||Aah1||OO = ||Aahle||C>O avec e = (1,...,1)%.

Soit d = Aghle e RY. On veut calculer ld]| oo, o0 d vérifie Agpd = e. Or le systeme linéaire Agpd = e
n’est autre que la discrétisation par différences finies du probleme

—u" =1
{ u(O) —u(D) =0 (2.2.25)

z(1l—2x)
2 )

dont la solution exacte est :

uo(z) =
qui vérifie u(()4)(x) = 0. On en conclut, par la remarque 2.13, que

U,O(xi):di, Vi=1...N.

h(ih — 1 1
Donc ||d||cc = sup % ot h = Nl est le pas de discrétisation Ceci entraine que
i=1,N
—1 1 1
|d]| oo < su M‘ = —, et donc que [|4; | < =.
ol 2 8 8

Remarque 2.15 (Sur la stabilité) Noter que l'inégalité (2.2.23) donne une estimation sur les solu-
tions approchées indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimation qu’on recherchera par la
suite pour la discrétisation d’autres problémes comme garant de la stabilité d’un schéma numérique.

Définition 2.16 (Erreur de discrétisation) On appelle erreur de discrétisation en x;, la différence
entre la solution exacte en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma numérique

e =u(z;) —w;, Vi=1,...,N. (2.2.26)
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Théoréme 2.17 Soit u la solution exacte de

{ —u" +cu=f,
u(0) =u(l) =0.

On suppose u € C*([0,1]). Soit up, la solution de (2.2.13). Alors Uerreur de discrétisation définie par
(2.2.26) satisfait
1
g < |y 2
i_maxN|el| < 96||u oot

=1,...,

Le schéma est donc convergent d’ordre 2.

Démonstration : Soit Uy, = (Uy,...,Up)" et Uy = (u(z1),...,u(xy))", on cherche & majorer ||U;, —
Uhlloo- On a A(Up, — Up) = R ol R est lerreur de consistance (voir remarque 2.13). On a donc

_ 1 1 1
_ <A1 < o —||ly@ — |y
1Un = Unllso < 145 oo 1 Rlloo < g x 75 lulloe = Gallu™ i

Remarque 2.18 (Sur la convergence) On peul remarquer que la preuve de la convergence s’appuie
sur la stabilité (elle-méme déduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance. Dans certains
livres d’analyse numérique, vous trouverez la ”formule” : stabilité + consistance = convergence. Il faut
toutefois prendre garde au fait que ces notions de stabilité et convergence peuvent étre variables d’un type
de méthode a un autre (comme nous le verrons en étudiant la méthode des volumes finis, par exemple).

Remarque 2.19 (Contréle des erreurs d’arrondi) On cherche a calculer la solution approchée de
—u'" = f. Le second membre [ est donc une donnée du probleme. Supposons que des erreurs soient
commises sur cette donnée (par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de mesure). On obtient
alors un nouveau systéme, qui s’écrit ApUp = by + €p, ou € représente la discrétisation des erreurs
commises sur le second membre. Si on résout AUy = by, + e, au lieu de ApUp, = by, Uerreur commise
sur la solution du systéme s’écrit
E,=U,—-U,= A;lz’;‘h.
On en déduit que
1
[Ehlloc < gllenlloc.
On a donc une borne d’erreur sur l'erreur qu’on obtient sur la solution du systéme par rapport a l'erreur
commise sur le second membre.

2.3 Schéma volumes finis pour un probleme elliptique en une
dimension d’espace

2.3.1 Origine du Schéma

On va étudier la discrétisation par volumes finis du probleme (2.1.1)—(2.1.2), qu’on rappelle ici :

{ —Ugy = [, x € 10,1],

u(0) = u(1) = 0. (2.3.27)
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Définition 2.20 (Maillage volumes finis) On appelle maillage volumes finis de lintervalle [0,1], un
ensemble de N mailles (K;)i=1,.. N, telles que K; =|x;_1/2,i11/2], avec 215 = 0 < T3 < @12 <
Tip12 < ... <Tny1/2 =1, et on note K; = x; 11 /o —x;_1/2. On se donne également N points (2;)i=1,....N
situés dans les mailles K;. On a donc :

0=x1/2<x1 <IE% <...<$i_1/2<5Ei<xi+1/2<...<$N+1/2:1.

On notera hit1/2 = ®it1—x4, et h = max;=1_. N, et pour des questions de notations, on posera également
zo=0etzny =1.

On integre (2.1.1) sur K; = ;41/2 — T;_1 /2, et on obtient :
(s +1/2) + (s — 1/2) = / f()da. (2.3.28)
K;

On pose : f; = hi fkv f(x)dz, et on introduit les inconnues discretes (u;)i—1..n (une par maille) et les
équations discretes du schéma numérique :

E+1/2_E—1/2:hifiv i=1,...,N, (2329)

olt Fi41 /2 est le flux numérique en x;1 /5 qui devrait étre une approximation raisonnable de —u(x;11/2).
On pose alors :

Uil — U; :
Fi+1/2:_7h1+1/2 , i=1,...,N,
u1 UnN
Fijo= = iy = —N
1/2 s N+1/2 Fveis

pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes «(0) = u(1) = 0. On peut aussi
écrire :
Uit+1 — Uq

Fij10 =~ 1=0,...,N, (2.3.30)
hiy1/2
en posant ug = un4+1 = 0. (2.3.31)
On peut écrire le systéme linéaire obtenu sur (ug,...,uy)? sous la forme
ApUy, = by, (2.3.32)

avec

1 -1 1
Ap)i=— | — (Wig1 — u; i — Ui i = fi.
(An): 3 [/%4-1/2 (Wip1 —ui) + T (u; —u 1)] et (by); = f

Remarque 2.21 (Non consistance au sens des différences finies)
L’approzimation de —u"(x;) par

1 -1 1
h_i [hi+1/2 (w(@ip1) —u(xs)) + hi71/2 (u(z;) — u(xil):|

n’est pas consistante dans le cas général : voir exercice 7.

On peut montrer que les deux schémas différences finies et volumes sont identiques “au bord pres” dans
le cas d’'un maillage uniforme avec x; : centre de la maille voir exercice 1 page 46.
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2.3.2 Analyse mathématique du schéma.

On va démontrer ici qu’il existe une unique solution (uy,...uy)" au schéma (2.3.29)-(2.3.31), et que cette
solution, et que cette solution converge, en un certain sens, vers la solution de probléme continu (2.3.27)
lorsque le pas du maillage tend vers 0.

Proposition 2.22 (Existence de la solution du schéma volumes finis) Soit f € C([0,1]) et u €
C?([0,1]) solution de (2.3.27). Soit (K;)i=1,..n le maillage par la définition 2.20 page 20. Alors il existe
une unique solution up = (uy,...,un)t de (2.3.29)-(2.5.31).

Démonstration : Le schéma s’écrit

L Uil — U U — Ui

—hifi, i=1,....N.
hitv1/2 hi—1/2

(ot on a posé ug = 0 et uy41 = 0) En multipliant par u; et en sommant de i = 1 & N, on obtient donc :

N
7+1 Us—
> - wit Z wi = Z hi fis
i—1 1+1/2 e hv 1/2
En effectuant un changement d’indice sur la deuxiéme somme, on obtient :
ou U
z+1 +1 —
DRI SR T S
i—1 i+1/2 i—0 it1/2 i—1
en regroupant les sommes, on a donc :

XN: (U,H—l — Ui)Q + U% Zh fzuv
i=1

hit1/2 hy/2 hN+1/2 Pt

Si f; =0 pour tout ¢ =1,..., N, on a bien alors u; = 0 pour tout i = 1...N. Ceci démontre 'unicité de
(u;)i=1...n solution de (2.3.29)—(2.3.31), et donc son existence, puisque le systeme (2.3.29)—(2.3.31) est
un systéme linéaire carré d’ordre N. (On rappelle qu'une matrice carrée d’ordre N est inversible si et
seulement si son noyau est réduit a {0}. n

Lemme 2.23 (Consistance des flux) Soit u € C?([0,1]) solution de (2.3.27). On se donne une subdi-

_u@ig1)—u(zi)
Riy1/2

le quotient différentiel qui approche la dérivée premiére —ug(xi11/2). On dit que le flur numérique

vision de [0,1]. On appelle E+1/2 = —Ug(Tip1/2) le flur exact en x4 q/9, et F+1/2 =

Fij1)0 = —“}‘L%;/Z‘ est consistant s’il existe C € IR ne dépendant que de u telle que l’erreur de consis-

tance sur le flux, définie par :
Ritijo = Fii10 — Fiiy )0,
vérifie
|Rit1/2| < Ch. (2.3.33)
La démonstration de ce résultat s’effectue facilement a I’aide de développements de Taylor. On peut aussi
montrer (voir exercice 8 page 49) que si ;41 /2 est au centre de I'intervalle [z;x; 1], U'erreur de consistance

sur les flux est d’ordre 2, i.e. il existe C' € IRy ne dépendant que de u telle que R; ;5 < Ch?. Notez que
cette propriété de consistance est vraie sur les flux, et non pas sur l'opérateur —u” (voir remarque 2.21).
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Définition 2.24 (Conservativité) On dit que le schéma volumes finis (2.3.29)-(2.3.31) est conserva-
tif, au sens ou, lorsqu’on considere une interface x; /o entre deur mailles K; et Kiy1, le flur numérique

entrant dans une maille est égal a celui sortant de l'autre.

C’est grace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du schéma

volumes finis.

Théoréme 2.25 (Convergence du schéma volumes finis) On suppose que la solution u de (2.5.27)

vérifie u € C?([0,1]). On pose pour e; = u(x;) — u; pouri=1,...,

ne dépendant que de u tel que :

N
Yl <o,
=0

N

> hef <Cn’

i=1

max |e;| < Ch.
i=1..N
(On rappelle que h = sup,_,_n hi.)

Démonstration : Ecrivons le schéma volumes finis (2.3.29) :
Fig12 = Fi_1/2 = hifi,

Péquation exacte intégrée sur la maille K; (2.3.28) :
Fivi/o—Fi_12=hif;,

ot Fy /2 est défini dans le lemme 2.23, et soustrayons :

Fiip—Fipip—F_1p+ Fim12=0.

En introduisant R,/ = Fi_H/Q — Fi*+1/27 on obtient :

F¢11/2 = Fi1y2 — Fit1/2 +Fi_12=—Rit12+ Ri_q1)2

ce qui s’écrit encore, au vu de la définition de e;,

1
hitv1/2

(€i+1 — ei) + (ei — 62;1) =

hi—1/2

On multiplie cette derniere égalité par e; et on somme de 1 a N :

N
§ €1+1 61 + g
=1
ce qui s’écrit encore :
N

> - ! (eit1 — eﬂrz

~ hiyiy2

22

—Rij1/2+ Ri—12

N N
—€i—-1)€; -R; e; + R;_q /264,
7+1/2 hz 1/2 ) ; +1/2 Z: 1/2

(€ir1 — €i)eit1 Z —Riq/20i + Z Rii1/2€i41
hl+1/2 i—1

N, eteg =ent1 =0. Il existe C >0

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)



En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant que eg =0 et exy1 =0 :

N

= i+1/2(€it1 — €5).
= iy i=0 o

Or, Riy1/2 <C h (par le lemme 2.23). On a donc

2

ez+1 |el+1 el'
>~ =C hZ —=\/hi12,
1+1/2

i—0 l+1/2

et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

N N 1/2
PP L (ei1 = < Ch <Z leins — el ) x <Z hm/g) .
1=0

i—0 1+1/2 i—0 1+1/2

En remarquant que Zf;o hit1/2 = 1, on déduit que :

(eir1 —€;) (Z leit1 —eil® eil? >

pr hi+1/2 hiyi/2

N o\ /2
(Z 7(6”3_ ) ) <Ch.

=0 hivy

N

et donc

On a ainsi démontré (2.3.34). Démontrons maintenant (2.3.36). Pour obtenir une majoration de |e;| par
C' h, on remarque que :

[ [ N
leil = | es—ejm1| < D lej —ejmal <D lej —ejal.
j=1 j=1 j=1

On en déduit, par I'inégalité de Cauchy Schwarz, que :

1/2
lei] < <Z M) (Z h¢+1/2)1/2 ;

hl+1/2

ce qui entraine max;—1. n |e;| < C h. Notons que de cette estimation, on déduit immédiatement 1’esti-
mation (2.3.35).

Remarque 2.26 (Espaces fonctionnels et normes discrétes) On rappelle quune fonction u de L*(]0, 1[)
admet une dérivée faible dans L?(]0,1]) s’il existe v € L?(]0,1]) telle que

/ u(z)y' (x)dx = —/ v(z)e(z)dz, (2.3.37)
0.1[ J0.1[

pour toute fonction p € CL(]0,1]), ou CL(]0,1[) désigne l’espace des fonctions de classe C* a support
compact dans 10,1[. On peut montrer que v est unique, voir par exemple [1]. On notera v = Du. On
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peut remarquer que si u € C1(]0,1]), alors Du = v, dérivée classique. On note H'(]0,1[) I’ensemble des
fonctions de L?(]0, 1[) qui admettent une dérivée faible dans L*(]0,1[) : H*(]0,1[) = {u € L*(]0,1]) ; Du €
L2(]0,1))}. On a H'(]0,1]) C C(J0,1]) et on définit

Hy(J0,1]) = {u € H'(]0,1[) ;u(0) = u(1) = 0}.

Jull gy = ( / 1(Du(x))2dx>

1/2
C’est une norme sur HE qui est équivalente a la norme ||.|| i définie par ||ul| g1 = (/ u?(z)dx + /(Du)2(x)dx) ,

Pour u € H'(]0,1]), on note :
1/2

ce qui se démontre grace a linégalité de Poincaré :
||u||L2(]071[) < ||Du||L2(]071[) pour tout u € H&(]O, 1[) (2.3.38)

Soit maintenant T un maillage volumes finis de [0,1] (voir définition 2.20), on note X (T) l’ensemble des
fonctions de [0,1] dans R, constantes par maille de ce maillage. Pour v € X (T), on note v; la valeur de
v sur la maille i ; on peut écrire les normes L? et L™ de v :

N
[vl1Z2q01p = D hivis
=1

et
N
[0l Loe 0,1y = max fvi].

Par contre, la fonction v étant constante par maille, elle n’est pas dérivable au sens classique, ni méme
au sens faible On peut toutefois définir une norme H' discréte de v de la maniére suivante :

1/2
vz
[vl1,7 = <Z hit1/2( = )2>

hiy1/2
On peut définir une sorte de ”dérivée discrete” de v par les pentes

_ Vig1 — Y
Pivi/2 = Thoioo
i+1/2

On peut alors définir une D, fonction constante par intervalle et égale a p;y1/2 sur Uintervalle x;, wiy1.
La norme L? de Dzv est donc définie par :

N N

(Vig1 — )2
||DT”||L2( 0,1)) — Z hz+1/2P1+1/2 = Z Z h1+1/27'

=0 =0 =0 hl +1/2
On peut montrer (Ezercice 12) que si ur :]0,1[— IR est définie par ur(z) = w; Yo € K; ou

x
(ui)iz1,..N solution de (2.3.29)-(2.3.31), alors |ur|i,7 converge dans L?*(]0,1[) lorsque h tend vers 0,
vers || Dul|r2qo,1p), 0t u est la solution de (2.3.27).
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Remarque 2.27 (Dimensions supérieures) En une dimension d’espace, on a obtenu une estimation
d’erreur en morme "Hg discréte” et en morme L°°. En dimension supérieure ou égale a 2, on aura
une estimation en h, en norme H} discréte, en norme L2, mais pas en norme L. Ceci tient au fait
que Uinjection de Sobolev H'(]0,1[) < C(]0,1]) n’est vraie qu’en dimension 1. La démonstration de
Uestimation d’erreur en norme L? (2.3.35) se prouve alors directement a partir de [’estimation en norme
H} discrete, grace a une "inégalité de Poincaré discréte”, équivalent discret de la célébre inégalité de
Poincaré continue * (voir (2.3.38) pour la dimension 1.

Prise en compte de discontinuités

On considere ici un barreau conducteur constitué de deux matériaux de conductivités A1 et o différentes,
et dont les extrémités sont plongées dans de la glace. On suppose que le barreau est de longueur 1, que le
matériau de conductivité A; (resp. Az) occupe le domaine €3 =|0,1/2[ (resp. Q2 =]1/2,1[). Le probleme
de conduction de la chaleur s’écrit alors :

(“A\1(@)ug)s = f(z) 2 €]0,1/2]
)o = f

(—XAa(2)ug)e = f(x) x €]1/2,1] (2.3.39)
u(0) =wu(l) =0,
—(Mug)(1/2) = —(A2us)(1/2)

Remarque 2.28 La derniére égalité traduit la conservation du flux de chaleur a l'interface © = .5. On
peut noter que comme X\ est discontinu en ce point, la dérivée u, le sera forcément elle aussi.

On choisit de discrétiser le probleme par volumes finis. On se donne un maillage volumes finis comme
défini par la définition 2.20 page 20, en choisissant les mailles telles que la discontinuité de A soit située
sur un interface de deux mailles qu’on note Kj et Kiy1. On a donc, avec les notations du paragraphe
(2.1.1) 2412 = 0.5. La discrétisation par volumes finis s’écrit alors

E+1/2_E—1/2:hifi7 i=1,...,N,

ott les flux numériques Fj /o sont donnés par
Uit1 — Ug Apsi; > 0.5

Fip1ja = M———" avec A, = )\1 L Tit1/2 ;

hiv1/2 2 81 ipq1/0 < 0.5.

Il ne reste donc plus qu’a calculer le flux Fj/2, approximation de (Aug)(wg41/2) (avec zy41/2 = 0.5).
On introduit pour cela une inconnue auxiliaire uy;/o que I'on pourra éliminer plus tard, et on écrit une
discrétisation du flux de part et d’autre de l'interface.

Ukt1/2 =~ Uk

+ _
e , avec hy = Tyq1/2 — T,
k

Fiy12=-M

Uk41 — Uk41/2 —
Frty1/o = —Ao—————avec hy | = Tp41 — Tpy1/2-

k+1
L’élimination (et le calcul) de I'inconnue se fait en écrivant la conservation du flux numérique :

Ug41/2 — Uk U41 — Ug41/2

-1 =—X2

T —
hk k+1

1Soit 2 un ouvert borné de RY, et u € H3 (1, alors lull 20y < diam(Q2)[|Dull 12 qap }-
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On en déduit la valeur de uyq /o

A1 A2

SrUE + Uk
T

hy, R

Uk41/2 = A e

AL A
hy hia

On remplace uy /o par cette valeur dans Pexpression du flux Fj /2, et on obtient :

A1 A2

T ——— V1 — Uk ).
hZAQ + h]:_;_l)\l ( k+1 k)

Fiy12 =
Si le maillage est uniforme, on obtient

2M1 02 (U1 —u;
Fk+1/2 = A+ Ay n .

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyenne harmonique des conductivités \; et Ay. Notons
que lorsque A1 = Ao, on retrouve la formule habituelle du flux.

2.3.3 Exemples de discrétisation par différences finies ou volumes finis des
problemes elliptiques en dimension 2.

Différences finies

On considere maintenant le probleme de diffusion dans un ouvert Q de IR? :

{ —Au = f dans Q, (2.3.40)

u=20 sur 0f).

Le probléme est bien posé au sens ou : Si f € C1(£2), alors il existe une unique solution u € C(Q)NC? (1),
solution de (2.3.40). Si f € L?(f) alors il existe une unique fonction u € H?()) au sens faible? de (2.3.40),
c.a.d. qui vérifie :

/ Vu(z)Vo(z)dr = / f(@)v(x)dr, Yo € HY(RQ). (2.3.41)

Q Q

On peut montrer (voir cours Equations aux dérivées partielles) que si u € C?(Q), alors u est solution
de (2.3.40) si et seulement si u est solution faible de (2.3.40). Pour discrétiser le probleéme, on se donne
un certain nombre de points, alignés dans les directions x et y, comme représentés sur la figure 2.2 (on
prend un pas de maillage uniforme et égal a h). Certains de ces points sont a U'intérieur du domaine €2,
d’autres sont situés sur la frontiere 0.
Comme en une dimension d’espace, les inconnues discrétes sont associées aux noeuds du maillage. On
note {P;,7 € I} les points de discrétisation, et on écrit I’équation aux dérivées partielles en ces points :

—Au(P) - T E(P) - g—;;m) — f(P).

ler cas :

2Par définition, H?(Q2) est ’ensemble des fonctions de L?(2) qui admet des dérivées faibles jusqu’a I’ordre 2 dans L? ().
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F1c. 2.2 — Discrétisation différences finies bi-dimensionnelle

Dans le cas de points points ”vraiment intérieurs”, tel que le point P; sur la figure 2.2, i.e. dont tous les
points voisins sont situés a U'intérieur de €2, les quotients différentiels
2u(Pr) — u(Ps) — u(Ps) 2u(Pr) — u(Ps) — u(Py)
h2 ot h?

sont des approximations consistantes & 'ordre 2 de —97u(Py) et —d3u(P;).

Par contre, pour un point “proche” du bord tel que le point Py, les mémes approximations (avec les
points P, P3, Py et 155) ne seront que d’ordre 1 en raison des différences de distance entre les points
(faire les développements de Taylor pour s’en convaincre.

Une telle discrétisation amene & un systeme linéaire AUy, = by, ol la structure de Ay, (en particulier sa
“largeur de bande”, c.a.d. le nombre de diagonales non nulles) dépend de la numérotation des noeuds.
On peut montrer que la matrice A, est monotone et le schéma est stable. De la consistance et la stabilité,
on déduit, comme en une dimension d’espace, la convergence du schéma.

2.3.4 Exemple d’implémentation en dimension 2
Le probleme modele

On considere le probleme modele suivant (par exemple de conduction de la chaleur) :
—div(\;Vu(z)) = f(x) xeQ, i=1,2 (2.3.42)

ot A1 > 0, Ay > 0 sont les conductivités thermiques dans les domaines ; et avec Qs, avec Q1 =|0, 1[x]0, 1|
et Q2 =|0, 1[x]1,2[. On appelle 'y =)0, 1[x{0}, T2 = {1} x]0,2[, T's =]0, 1[x{2}, et Ty = {0} x]0, 2[ les
frontieres extérieures de 2, et on note I =]0,1[x {1} l'interface entre Qy et Q5 (voir Figure 2.3). Dans la
suite, on notera A la conductivité thermique sur €, avec A, = A\, ¢ = 1,2.
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F1G. 2.3 — Domaine d’étude

On va considérer plusieurs types de conditions aux limites, en essayant d’expliquer leur sens physique.
On rappelle que le flux de chaleur par diffusion est égal q est donné par la loi de Fourier : q = —AVu - n,
ou n est le vecteur normal unitaire a la surface a travers laquelle on calcule le flux.

1. Conditions aux limites de type Fourier (Robin) sur I'y UT'3 : On suppose qu'’il existe un transfert
thermique entre les parois I'y et I's et 'extérieur. Ce transfert est décrit par la condition de Fourier
(Robin dans la littérature anglo-saxonne), qui exprime que le flux transféré est proportionnel a la
différence de température entre I'extérieur et 'intérieur :

—AVu-n(z) = alu(x) — tegt), , Vo € T3 UT3. (2.3.43)

ou « > 0 est le coefficient de transfert thermique, n le vecteur unitaire normal & 9 extérieur a €,
et Uyt est la température extérieure (donnée).

2. Conditions aux limites de type Neumann sur I'y On suppose que la paroi I'y est parfaitement isolée,
et que le flux de chaleur a travers cette paroi est donc nul. Ceci se traduit par une condition dite
“de Neumann homogene” :

—AVu-n=0 Vo € I's. (2.3.44)

3. Conditions aux limites de type Dirichlet sur I'y Sur la paroi I'y, on suppose que la température est
fixée. Ceci est une condition assez difficile a obtenir expérimentalement pour un probleme de type
chaleur, mais qu’on peut rencontrer dans d’autres problemes pratiques.

u(z) =g(x), Vaely. (2.3.45)
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4. Conditions sur 'interface I : On suppose que interface I est par exemple le siege d’une réaction
chimique surfacique 6 qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a donc un saut du
flux de chaleur au travers de I'interface I. Ceci se traduit par la condition de saut suivante :

—MVui(z) -ny — AMVus(z) -ny =0(x), ze€l. (2.3.46)
ou n; désigne le vecteur unitaire normal a I et extérieur a €2;, et 6 est une fonction donnée.

Discrétisation par volumes finis

On se donne un maillage “admissible” 7 de (2
o= |J k.
KeT
Par ”admissible”, on entend un maillage tel qu’il existe des points (zx)xe7 situés dans les mailles, tels

que chaque segment xxy, soit orthogonal & l'aréte K|L séparant la maille K de la maille L, comme
visible sur la figure 2.4.

F1G. 2.4 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volumes finis

Cette condition est nécessaire pour obtenir une approximation consistante du flux de diffusion (c’est-a-
dire de la dérivée normale sur aréte K |L), voir remarque 2.29. Dans le cas présent, le domaine representé
sur la figure 2.3 étant rectangulaire, cette condition est particulierement facile a vérifier en prenant un
maillage rectangulaire. Par souci de simplicité, on prendra ce maillage uniforme, et on notera h, = 1/n
le pas de discrétisation dans la direction x et hy, = 1/p le pas de discrétisation dans la direction y. Le
maillage est donc choisi de telle sorte que 'interface I coincide avec un ensemble d’arétes du maillage
qu’on notera £r. On a donc
I=|Jo,

oelr

ou le signe ~ désigne l’adhérence de ’ensemble. On se donne ensuite des inconnues discrétes (uk ) ke
associées aux mailles et (u,),cg associées aux arétes.

Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence par établir les bilans par maille en intégrant I’équation
sur chaque maille K (notons que ceci est faisable en raison du fait que ’équation est sous forme conser-
vative, ¢’est-a-dire sous la forme : —div(flux) = f). On obtient donc :

/K—div()\iVu(x))dxz/Kf(x)dx,
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soit encore, par la formule de Stokes,

/ =\ Vu(z)n(z)dy(x) = m(K) fk,
0K

ol n est le vecteur unitaire normal a 0f), extérieur a Q, et v désigne le symbole d’intégration sur la
frontiere. On décompose ensuite le bord de chaque maille K en arétes du maillage : 0K = U g ou &

c€EK
représente I’ensemble des arétes de K. On obtient alors :

Z —A\iVung ody(z) =m(K) fx

c€EK g

oll ng , est le vecteur unitaire normal a o extérieur a K. On écrit alors une “équation approchée” :

2{: IQQU ::W“I()ny

cEEK

N - R . — A

out F , est le flux numérique a travers o, qui approche le flux exact Fr o= fa —\iVung ,dvy(z). Pour

obtenir le schéma numérique, il nous reste a exprimer le flux numérique F , en fonction des inconnues

discretes (ux)kxe7 associées aux mailles et (u,)sce associées aux arétes (ces dernieres seront ensuite
éliminées) :

U — UK

Fro=—-ANi———

)

T m(o), (2.3.47)

ol di,» est la distance du point xx & l'aréte o et m(o) est la longueur de 'aréte o (voir Figure 2.4).
L’équation associée a I'inconnue ux est donc :

2{: fﬁgg ZIWKI()fK.
cEEK

On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il nous reste maintenant a écrire une équation pour
chaque aréte, afin d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.

En ce qui concerne les arétes intérieures, on écrit la conservativité du flux, ce qui nous permettra d’éliminer
les inconnues associées aux arétes internes. Soit 0 = K|L C §;, On a alors :

FK,o’ = _FL,0'~ (2348)
On vérifiera par le calcul (cf. exercice 15 page 54) que, apres élimination de u,, ceci donne

m(o)
dy

Fro=—Fro=X\ (ug —ur), (2.3.49)

oud, =d(zg,xr).

Remarque 2.29 (Consistance du flux) On appelle erreur de consistance associée au flux (2.8.47)
l'expression :

1 * N * _ )
Rk = ~ (o) /UVu(a:) ‘ng ody(z) = Fg o,y ot Fg , = =\

ol z, est Uintersection de o avec laréte K|L, u la solution exacte.
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On dit que le flur numérique donné par 'expression (2.3.47) est consistant si

lim max |Rg.|=0,
h(T)—0KeT,0eK
ot h(T) est le pas du maillage, i.e. h(T) = maxyer diam(K), avec diam(K) = sup(, ,)ex2 d(v,y). On
vérifie facilement que si u est suffisamment réguliére et si le segment xxxy est colinéaire au vecteur
normal, alors le flur numérique est consistant. Cette propriété, alliée a la propirété de conservativité
des fluz, permet de démontrer la convergence du schéma, comme on l’a fait dans le cas unidimensionnel.

Remarque 2.30 (Cas du maillage cartésien de la figure 2.3) Dans le cas du maillage carésien considéré
pour notre probléme, il est naturel de choisir les points xx comme les centres de gravité des mailles.
Comme le maillage est uniforme, on a donc di,, = %1 (resp. %) et |o| = hy (resp. |o| = hy) pour une

aréte o verticale (resp. horizontale).

Ecrivons maintenant la discrétisation des conditions aux limites et interface :
1. Condition de Neumann sur I'y Sur I's, on a la condition de Neumann (2.3.44) : \;Vu-n = 0, qu'on
discrétise par : 0 € Eg et 0 C 'y, Fx o = 0.
2. Condition de Dirichlet sur I'y La discrétisation de la condition de Dirichlet (2.3.45) peut s’effectuer
de la maniere suivante :

1 /
Ug = 9(y)dy(y).
m(o) Jo
L’expression du flux numérique est alors :
Fro = M2 "X (o).

dK,U

3. Condition de Fourier sur I'; UT's Sur I'y UT'3 on a la condition de Fourier (2.3.43) :

—AiVu-n = a(u(r) — tegt) Ve ey UTs

qu’on discrétise par
Ug — UK

Fro= —m(o))\idi =m(o)a(tuy — Uezt) pour o C 'y UTs.
K,o

Apres élimination de u, (cf. exercice 15 page 54), on obtient :

Fio = aXim(o)

= — Uegt )- 2.3.
)\i+adK,a(UK Ueat) (2.3.50)

4. Condition de saut pour le flux sur I Si ¢ = K|L € &;, la discrétisation de la condition de saut
(2.3.46) se discrétise facilement en écrivant :

1
Frxo+ Fro=20,, avec 8, = ol / O(z)dy(x). (2.3.51)
g g
3.
Apres élimination de 'inconnue u, (voir exercice 15 page 54), on obtient
)\1m(0')
Fgo=——""—"""—"—[X(uxg —ur) +dp 0] . 2.3.52
Ko = N+ dadiy 2K T ) Lol 2352
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On a ainsi éliminé toutes les inconnues u,,, ce qui permet d’obtenir un systeme linéaire dont les inconnues
sont les valeurs (ug)ker-

Remarque 2.31 (Implantation informatique de la méthode) Lors de l'implantation informatique,
la matrice du systéme linéaire est construite “par aréte” (contrairement a une matrice éléments finis,
dont nous verrons plus tard la construction “par élément”), c.da.d. que pour chaque aréte, on additionne
la contribution du flux au coefficient de la matrice correspondant a l’équation et a ['inconnue concernées.

2.4 Problemes paraboliques.

On a vu au paragraphe 1.3.2 comme exemple type de probleme parabolique I’équation de la chaleur
instationnaire :

u— Au=f
qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1, u;, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace.
Pour que ce probleme soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontiere de €2, et
une condition initiale en ¢t = 0.

2.4.1 Le probléeme continu, et la discrétisation espace-temps

On consideére maintenant le méme probléme en une dimension d’espace. Au temps ¢ = 0, on se donne une
condition initiale ug, et on considere des conditions aux limites de type Dirichlet homogene. Le probleme

unidimensionnel s’écrit :
U — Uz =0, Vo € ]0,1[, Vt €10, T

u(z,0) = uo(z), Vo €]0,1], (2.4.53)
u(0,¢) = u(1,t) =0, Vt € 10, T,
ot u(z,t) représente la température au point x et au temps ¢. On admettra le théoreme d’existence et
unicité suivant :
Théoréme 2.32 (Résultat d’existence et unicité) Si ug € C(]0,1[,R) alors il existe une unique
fonction u € C?(]0,1[x]0, T[,IR) N C([0,1] x [0,T],R) qui vérifie (2.4.53).

On a méme u € C*°(]0,1[x]0,T[,R). Ceci est appelé, effet “régularisant” de I’équation de la chaleur.

Proposition 2.33 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme 2.32, soit u la solution
du probléme (2.4.53) ;

1. siu®(z) >0 pour tout x € [0,1], alors u(z,t) > 0, pour tout t > 0 pour tout x €]0, 1[.

2. ullz=qoax10,p < llllzego.ap-

Ces dernieres propriétés peuvent étre importantes dans le modele physique, et il est donc souvent sou-
haitable que les solutions approchées les vérifient également. Pour calculer une solution approchée, on se
donne une discrétisation en temps et en espace, qu’on notera D. On choisit pour I'instant de discrétiser
par différences finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc a se donner un ensemble de
points t,, n = 1,..., M de Vintervalle |0, T'[, et un ensemble de points x;, i = 1,..., N. Pour simplifier,
on considere un pas constant en temps et en espace. Soit : h = ﬁ = Az le pas de discrétisation en
espace, et k = At = %, le pas de discrétisation en temps. On pose alors t,, = nk pour n =0,..., M et
2; = th pour i = 0,..., N 4+ 1. On cherche & calculer une solution approchée up du probleme (2.4.53);
plus précisement, on cherche & déterminer up(x;,t,) pour i =1,...,N, et n =1,..., M. Les inconnues

discretes sont notées u(n), i=1,...,.Netn=1,..., M.

i
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2.4.2 Discrétisation par Euler explicite en temps.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premiere équation de
(2.4.53) en chaque point x; et temps ¢, a approcher u;(x;, t,) par le quotient différentiel :

w(@s, tn1) — w(@i, ty)
k b

et —ug (2, t,) par

1
ﬁ@u(xi, tn) —u(Tio1,tn) — u(Tiy1,tn)).

Remarque 2.34 On a choisi une discrétisation en espace de type différences finies, mais on aurait aussi
bien pu prendre un schéma de volumes finis ou d’éléments finis.

On approche donc :

1
_uww(xiv tn) par ﬁ(2u($“ tn) - u(xifly tn) - u(xiJrly tn))
On obtient le schéma suivant :

u" Y (™) 1

T el

=uo(z;), i=1,...,N, (2.4.54)

U,

0
uén):u%lilzo, VYn=1,..., M.

le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus donne u§"+ ) de maniére explicite en fonction des

(ugn))izlw,,N. En effet on a :

u7(:n+1) — uz(n) . )\(2u§n) B ufﬁ)l o ug?l)?

k
avec A = 72

Consistance du schéma

Soit ﬂgn) = u(z;,t,) la valeur exacte de la solution en z; et ¢,, : L’erreur de consistance R; en (z;,t,)
peut s’écrire comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace : RE”’ = Rz(") + R} avec :
—(nt1) _ —(n)
~n U, — U - 1 _(n)  —(n _(n
R = % — (i, 1) et R = Wz (2%(:”) —al) — “51)1) = Uga (Ti, tn).-
Proposition 2.35 Le schéma (2.4.54) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c’est d
dire qu’il existe C € Ry ne dépendant que de u tel que :

IR™| < C(k + h2). (2.4.55)

Démonstration : On a vu lors de I’étude des problemes elliptiques que ’erreur de consistance en espace
RE") est d’ordre 2 (voir formule (2.2.19) page 16). Un développement de Taylor en temps donne facilement
que Rz(") est d’ordre 1 en temps. [
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Stabilité
On a vu a la proposition 2.33 page 32 que la solution exacte vérifie :
lull L= qo,11x10,71) < l[woll Lo o,1p)

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace, nous allons voir qu’on peut avoir 1’équivalent
discret sur la solution approchée.

Définition 2.36 On dit qu’un schéma est L>°-stable si la solution approchée est bornée dans L indépen-
damment du pas du maillage.

Proposition 2.37 Si la condition de stabilité

k 1
A= — < = 2.4.56
h2 - 92 ( )
est vérifiée, alors le schéma (2.4.54) est L —stable au sens ot :
. (n) <
s ] < ol
1M
Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme
P ) A — ol — ),
soit encore :
w7 = (1= 206l 4+ ™) ¢ /\ugi)l.
1 n . . n n
Sio< A< —-,onaA>0et1—2X>0,etla quantité ug + est donc combinaison convexe de ug ), uEJl
et ugi)l. Soit M (™) = _max ul(.n), on a alors :
WY < (1 =20 MM L AM™ L AM®™ | vi=1,... N,
et donc ugnﬂ) < M. On en déduit en passant au maximum que :
M (ntD) < M)
On montre de la méme maniere que
min ugnﬂ) >  min ul(.").
i=1,...,N i=1,...,
JE T ) (n+1) 0 s (n+1) . 0 19 .

On en déduit max;—1, . n(u; ) < maxwu; et min,—;  n(u; ) > minw; d’ou le résultat. n
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Convergence

Définition 2.38 Soit u la solution du probléme (2.4.53) et (ugn)) i=1,..8, la solution de (2.4.54). On
v n=1,..., M
appelle erreur de discrélisation au point (x;,t,) la quantité el = u(x;,t,) — ul.

Théoréme 2.39 Sous les hypothéses du théoréme 2.32, et sous la condition de stabilité (2.4.56), il existe
C € R4 ne dépendant que de u tel que

e | o < 1680 + TC(k + h?), pour touti=1,...,N etn=0,...,M —1.

Ainsi, si ||e§0)||OO = 0, alors max;—1, .n ||e§")|| tend vers 0 lorsque k et h tendent vers 0, pour tout
n =1, \dotsM . Le schéma (2.4.54) est donc convergent.

(n)

Démonstration : On note 4; ’ = u(x;,t,). On a donc, par définition de Perreur de consistance,

_(n+1) —_(n)
u; —u; 1 _(n _(n _(n n
e ﬁ@ug b—a™ — M) = R™, (2.4.57)
D’autre part, le schéma numérique s’écrit :
u7(:n+1) - u7(n) - i
k h?
Retranchons (2.4.58) & (2.4.57), on obtient :

2u{™ —u{™) — vai)l) =0. (2.4.58)

€§n+1) — egn) 1

L ﬁ( i T Cit1
soit encore :

™ — (1= 20)el™ + xel™, + re™) + kR

(2

Or (1—- 2)\)e§n) + /\el(.ﬁ)1 + /\el(.i)1 < [[e™|oo, car X < 1, et donc comme le schéma est consistant, I'inégalité
(2.4.55) entraine que :
"V < Jle™ oo + kC(k + h?).

On a donc par récurrence :
lef™ oo < e loc + MEC(k + 1)
ce qui démontre le théoreme. [

Donnons maintenant un exemple ol lorsque la condition (2.4.55) n’est pas vérifiée, le schéma est instable.

1
Exemple de non convergence si A\ > 3

Montrons que si la condition A < % n’est pas respectée, on peut construire une condition initiale pour
lequel le schéma n’est pas stable. Soit ug € C'([—1,1],IR) qui vérifie (voir Figure (2.5) :

uo(xz) >0
up(x) Z0six €] —1;-1+4¢]
up(x) =0six>—1+¢
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uo(x)

L

-1 —1+4e¢ 1

F1a. 2.5 — Condition initiale pour le contre exemple

On considere le probleme :

Ut — Uyy = 0,V €] — 1, 1[; V¥t > 0.
u(z,0) = ug(z), Vo €] — 1,1] (2.4.59)
u(l,t) = u(—1,t) = 0,Vt > 0.

On peut montrer que la solution exacte u de (2.4.59) vérifie u(x, t) > 0,Vx €]—1,1[, V¢ > 0. En particulier,

pour un temps 7' > 0 donné, on a u(0,7") > 0. Soit M € IN et k =T/M. Soit ugn) la solution approchée

par (2.4.54), sensée approcher u(z;,t,) (i € {—N,...,N},n € N). On va montrer que u}! = 0 pour k et

h choisis de maniere non admissible; ceci montre que le schéma ne peut pas converger. Calculons ul! :
ud’ = (1= 22)ud ™ + MM 4 a7t

Donc u}! dépend de

u™=Y sur [—h, h)

uM=2) sur [—2h, 2h]

T T
u(® sur [-Mh, Mh] = [—=h, —h]
k7 k
P le, si a1 btient : [-Lh, Th) = [-1, 1], et d i : M=0.0
ar exemple, si on prend - = o= on obtient : [—%h, $h] =[—3,3], et donc, sie < 3,ona uy' =0.On
peut donc remarquer que si % = %, méme si h — 0 et k — 0,
ud’ £ u(0,T).
Le schéma ne converge pas; notons que ceci n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence
k 1
2.39 page 35, puisqu’ici, on n’a pas satisfait a la condition 72 < >

Stabilité au sens des erreurs d’arrondi

On considere le schéma d’Euler explicite pour 1’équation (2.4.53). On appelle u la solution exacte de
(2.4.53), up la solution exacte de (2.4.54), wpum la solution effectivement calculée. On peut écrire :

U — Upym = U — UD + UD — Unym-
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On sait que 'erreur de discrétisation u — up tend vers 0 lorsque h et k tendent vers 0, sous condition de

stabilité (2.4.56), c.a.d.
1
A< 5
Pour controler lerreur entre la solution up du schéma (2.4.54) et la solution numérique obtenue wym,
on cherche a estimer 'amplification de ’erreur commise sur la donnée initiale. Rappelons que le schéma
s’écrit :
WD 2 (1 220 4 2l 4,

k
avec A = —. Ce schéma se met sous la forme u("tD) = AU™ | avec

n2
1—20 A 0 .. 0
A 1-20 A
A= 0
: SN 1-23 A
0 o0 A 1-2)

Définition 2.40 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi) Supposons que l’on commette une er-
reur €0 sur la condition initiale. La nouvelle condition initiale u°, s’écrit donc ©° = u® 4+ 0. A cette
nouvelle condition initiale correspond une nouvelle solution calculée ™ = u(™ + (™) On dit que le
schéma est stable au sens des erreurs d’arrondi s’il existe C' > 0 indépendant de n tel que £ < Ce(9),

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma 2.4.54 soit stable au sens des erreurs d’ar-
rondi. En effet, on va démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.41 On suppose que A\ = % < % Alors le schéma 2.4.5/ est stable au sens des erreurs
d’arrondi.

Démonstration : Soit donc une condition initiale perturbée u° = u® + €% & laquelle on associe une
nouvelle solution calculée (™ = u(™ + (™ On a (™ = A70. Comme A est symétrique, A est diago-
nalisable dans IR. Soient p1,..., uy les valeurs propres de A, et eq,...,en les vecteurs propres associés,
c’est—a—dire tels que Ae; = p;e;, Vi = 1,... N. On décompose la perturbation £ sur la base des vecteurs
propres :

N N
0 __ . AnO_ om, . (n)
g = a;e;. On a donc A"e” = ajp;e; =¢e\".
i—1 i=1

0 = g,e;, on obtient e = a;prreq. 11y a diminution de I'erreur d’arrondi sur

Si on prend par exemple : €
¥ si

sup [pi| <1
i=1...N

1=1..

c’est-a-dire si p(A4) < 1, ou p(A) désigne le rayon spectral de A. Calculons p(A). On écrit : A =1+ AB
ou B est la matrice symétrique définie négative, définie par :

2 1 0 ... 0
1 -2 1 .
B=| ¢ . - . ¢ (2.4.60)
1 -2 1
0 0 1 -2
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Soit VP (A) lensemble de valeurs propres de A. Alors VP(A) = {1 + A\u,pu € VP(B))}. Or VP(B) =

{—4sin? %,j =1,..., N} (voir Lemme 2.42 plus loin). Pour que ™ < £°, il faut donc que :
) Jm
sup |1 —4Asin? ————| < 1,
j:1,...,N| 2(N + 1)'
c.a.d. ) L
. Jm™
Asin? —F—— < =,
ON T T2
Une condition suffisante pour avoir une diminution de lerreur est donc que A < % [

Lemme 2.42 (Valeurs propres de B) L’ensemble VP(B) des valeurs propres de la matrice B définie
par (2.4.60) est donné par :

g2 T _
VP(B) = {—4sin 72(]\[_’_1),] 1,...,N}.

Démonstration : Les valeurs propres B peuvent se calculer a partir des valeurs propres de I'opérateur
continu ; on commence donc par chercher u solution de :

—u”" +au =0,
u(0) =u(l) =0.
Cherchons u(x) sous la forme :
u(z) = acosv/azx + bsin ax

Comme u(0) =0, on a : a = 0. De méme, u(1) = Bsin+/a = 0, et donc /o = kw. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de 'opérateur continu sont donc : (k27r2, sin kﬂ'a:) ke N*.Pourk=1,...,N,
soit v*) € RY tel que vgk) = sin kmih. Calculons Bv®) :

(Bv(k))i = vz@l — 21}1@ + vfi)l

et donc
(Bo®™); = sin k(i — 1)h — 2sin krwih + sin kr(i + 1)k

En développant, on obtient :
(Bv®); = sin kmih cos(—kmh) 4 cos kmihsin(—kmh) — 2sin kmih + sin kwih cos krh + cos kmih sin kmh.
Apres simplifications, il vient :

(Bu®); = 2sin krih(—1 + cos krh).

kmh
Or, coskmh = 1 — 2sin® % On a donc :

kmh
(Bv™®)); = 2sinkrih x (—2sin? %)
kmh
= —4sin? %(v(k))i, Vk=1...N.
Onah= ﬁ, et donc les valeurs propres de B s’écrivent puj, = —4 sin’ %, k=1,...,N.
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Stabilité au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumann consiste a étudier 'impact du schéma sur un mode de
Fourier isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solution du probleme continu, on remplace les
conditions de Dirichlet homogenes du probleme (2.4.53) par des conditions périodiques, et pour alléger
les notations, on considere U'intervalle ]0, 27| comme intervalle détude en espace plutdt que Uintervalle
10, 1].

Probléme continu avec conditions aux limites périodiques On considere le probleme avec condi-
tions aux limites périodiques
Ut —Upgy =0, t€l0,T], z€]0,2n],
u(0, 1) = u(2m,t),Vt €)0, T, (2.4.61)
u(z,0) = ug(x).
Le probléme (2.4.61) est bien posé, au sens ot Vug € C([0,27]), il existe une unique u € C?(]0, 27[x]0, 7], R)
solution de (2.4.61). On suppose que ug € L?(]0,27[). On rappelle que L? est un espace de Hilbert, et que
{e"® n € Z} est une base hilbertienne® de L?(]0,27[). On décompose donc la condition initiale dans

cette base hilbertienne : ug(z) = Z ¢, (0)e™® (au sens de la convergence dans L?). Dans un premier

nezZ
temps, calculons formellement les solutions de (2.4.61) sous la forme d’un développement dans la base

hilbertienne :
u(x,t) = Z cn(t)e™™.
nez
En supposant qu’on ait le droit de dériver terme a terme, on a donc :

u(z,t) = Z c (1)e™® et ugy(z,t) = Z —cn(t)n?e™®.
nez nez
On obtient, en remplagant dans I’équation
cn(t) = —n’cn(t)

cest-a-dire ¢, (t) = ¢, (0)e~™"t en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalement :

u(z,t) = Z cn(O)e_"ztem”. (2.4.62)

neZ

Justifions maintenant ce calcul formel. On a :

S lenO) = [u°ll3 < 4o

nezZ
De plus, en dérivant (2.4.62) terme a terme, on obtient :

Up — Ugy = 0.

La condition de périodicité est bien vérifiée par v donnée par (2.4.62). Enfin on a bien : u(x,t) — uo(t)
lorsque ¢t — 0, donc la condition initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a “amortissement” des
coefficients de Fourier ¢, (0) lorsque t augmente, c.a.d. qu'on a : ¢,(t) < ¢,(0), ¥Vt > 0.

3So0it H,un espace de Hilbert, (e;)icz est une base hilbertienne de H si : (e;)icz est une famille orthonormée telle
que Vo € H,3(zi)icz CR; z = Z xie; au sens de la convergence dans H, avec z; = (z,¢e;), ou (.,.) désigne le produit
EZ
scalaire sur H.
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Discrétisation du probléme (2.4.61) Si on utilise le schéma (2.4.54), pour la discrétisation de

(2.4.61) on a :

u{" D = (1= 200l 4 )+ ) (2.4.63)

= (
On prend comme condition initiale u®(x) = ap e’ pour p € Z fixé . En discrétisant, on obtient :

ug(a:) = ape’mh, pour j=1,...,N, avec h = N+1 On a bien uf = u?vﬂ = 0. Calculons :
ug»l) =(1- 2/\)apeipjh‘ + /\apeip(j_l)h + )\apeip(jﬂ)h
donc : ugl) = a,e®i"¢,. On appelle €, le facteur d’amplification associé a la fonction e?® (appelé aussi
“p-itme mode” ). On a donc :
(0)
= gpuj
0
= (&)"uy”

On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann” : si :

|€P| < 17 Vp
Calculons &, :
& =1-2X\+2Xcosph
=1 —2A+2A(1—2sin2%h)

_ 22 27
=1 —4\sin (N—H,g)

2 1
Pour avoir [£,| < 1, il faut A sin? ( N I T ]2)) < = 1 Une condition suffisante pour que le schéma soit stable

au sens de Von Neumann est que : A < 7 Remarquons que c’est la méme condition que pour la stabilité

des erreurs d’arrondis.

Convergence du schéma avec la technique de Von Neumann Soit u € C2%(]0,27[x]0,T[,R) la

. 2
solution exacte de (2.4.61) on a u(jh, nk) = Z cp(O)e*pQ"kelmh otth = —
oy N+1

est le pas de discrétisation

T
en espace et k = i le pas de discrétisation en temps. Soit up la solution de (2.4.54), et

up(jh,nk) = Z cp(O)fl(j")eipjh.

PEXL
On cherche a montrer la convergence de up vers u au sens suivant :

Proposition 2.43 Soit ug = >_,.c ., cn(0)e™ et u la solution du probléme (2.4.61). On note up la
solution approchee obtenue par le schéma d’Euler explicite (2.4.63). Alors Ve > 0, 3n > 0 tel que si k <1
et h—kz < , alors

T

lu(jh,nk) —up(jh,nk)| <e,¥Vj=1...N,n= =
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Démonstration : On note (u—uD)g.n) la quantité u(jh, nk)—up(jh, nk). On fera 'hypothese supplémentaire :

Z|cp )| < +o0.

PEZ

Donc pour tout € € IR+, il existe A € IR tel que 2 Z lcp(0)] < e. On écrit alors :
Ip|=A

2 o 5 .
(u— UD < Z e~P nk _ é-;z)elpjh + Z Cp(o)(e—p nk _ é-;z)ezpjh
lp|=A lp|>A

On a donc : )
(w—up)i” <X +2 3 |ep(0)], avec X = Y |, (0)|(e77""F — &)
[p|>A [p|<A

et 2 Z lep(0)| < 2e. Montrons maintenant que X — 0 lorsque h — 0. Remarquons que
[p|>A

h
e*p%k — 5;} = e*p2T , et & =1—4X sin? = p

h 2p2 k ph
Or, sin® p2 = pT +O(hY), et A = 72 Donc : 4\sin® 7 = p*k + O(kh?). On en déduit :

n 2ph’ o n r : Qph 2 2
(&))" =(1—4Xsin 5 et donc In¢) :Eln 1 —4\sin > =—Tp"+ O(h%).

On en déduit que ' — e P’T lorsque h — 0. Tous les termes de X tendent vers 0, et X est une somme

finie; on a donc montré que (u — uD)g-") tend vers 0 lorsque A tend vers 0. u

Remarque 2.44 On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homogéne sur [0, 1],
en effectuant le développement de u par rapport auz fonctions propres de 'opérateur u' avec conditions
aux limites de Dirichlet :

Z en(t) sin(nmx).

L’avantage du développement en série de Fourier est qu’il marche pour n’importe quel opérateur linéaire
a condition d’avoir pris des conditions aux limites périodiques.

2.4.3 Schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson

Commengns par un petit rappel sur les ’équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse numérique
de licence, sur le site web http ://www.cmi.univ-mrs.fr/"herbin On considere le probleme de Cauchy :

{M@ = fy(t)),t > 0. (2.4.64)
y(0)  =wo

Soit k un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite pour
la discrétisatision de ce probleme s’ecrivent respectivement :
y(n—i-l) _ y(n)

; =fy"™), n>0 (2.4.65)

Euler explicite :
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y(t) — ()

Euler implicite : 3 = f(y"tY), n>0, (2.4.66)
avec 4™ = . On rappelle également que le f-schéma, ol1 6 est un parametre de Iintervalle [0, 1] sécrit :
gD =y L kO f(y D) 4 k(1 - 0) f(y™). (2.4.67)

Remarquons que pour 6 = 0 on retrouve le schéma (2.4.65) et pour § = 1 le schéma (2.4.66). On peut
facilement adapter le # schéma a la résolution des équations paraboliques. Par exemple, le 6-schéma pour
la discrétisation en temps du probleme (2.4.53), avec une discrétisation par différences finies en espace
s’écrit :

(D) gy () s s _ s .

et = e (20 T b ufT) R 2 g b, 2 0,i=1 ) 6

o F h i
ug )zuo(xi),izl N.

geeey

1
Si @ = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite; si @ = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas ou 0 = 3
ce schéma s’appelle schéma de Crank-Nicolson. Notons que des que 6 > 0, le schéma est implicite, au
(n+1) (n)

sens ou on n’a pas d’expression explicite de u; en fonction des u :
Proposition 2.45 (Consistance du #-schéma) Le 0 schéma (2.4.68) pour la discrétisation du probléme

(2.4.53) est d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps si 6 = 3 et d’ordre 1 sinon.

. . . n o ) o 1
Démonstration : On pose @} = u(z;,t,),h = NI

=(n)
n j —uj 0 _(n+1 _(n+1 _(n+1 1—-46 n n n
R§ [ . 2 I+ 72 (—2u§ ) 4 a{"th +u§+1 )) t (—2%(' ") +“7(:+)1)
On va montrer, en effectuant des développements limités, que : ‘R§n)‘ < Ok + h?) si 0 # % et que

(n)
\Rj

< C(k* + h?) si 0 = 5. En effet, on décompose

R =1 491" 4 (1 - )T

avec :
T(n,z) 0 _2ﬂ§n+1)+a§7j1rl)+a(n+l))

—(n+1)  —(n)
) _ 8 Y ( — (
7 - k v g — h2 i+1

Tj(mg) =4 (_2“7(:77') + u('n)l + uv(i)l)

5—

Effectuons un développement limité pour calculer Tj("’l) :

n k
Tj( 1 (we)(zj,t0) + §(utt)(xj,tn) + Ry avec |Ry| < CE%

Faisons de méme pour Tj("’2) :
Tj(n’2) = Q(wa(:rj,thrl) + RQ) avec |R2| < Ch2
Or gy (T, tnt1) = Upa (T4, tn) + Kilgai(T), tn) + Ry avec |Rs| < Ck?, donc :

Tj(n’Q) = 0(Uaa (T, tn) + +htaai (), tn) + Ra) avec |Ry| < C(h* + k).
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R 3
De méme pour Tj(n ) ona:

Tj(n’B) = (1 — O)ugs (), t,) + Rs, avec |Rs| < Ck?.

En regroupant, on obtient que

N

n 0
R§ ):ut(xjvt )_UTT(xjv ) 6_ (xjvtn)+0k(umm)(xjatnl)+R

avec R = Ry + Ry + Rs
e Sif= 5 on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.
En effet, (utf)(xj, n) — Ok(Ugat) (25, tn) = % (k [5(t) (@), tn) — O(Tga) (25, t0))] €t up — Ugy = 0.

® Sif# 5 : on a un schéma d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. [

1
Proposition 2.46 (Stabilité au sens de Von Neumann) Sif > — le 0-schéma est inconditionnelle-

ment stable. En particulier, les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement

stables. Si 6 < 3 le schéma est stable sous condition.

«
= 2(1—26)

. . . 5 . 5 . i
(On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est que si A < 5 ).

Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0,1] par des conditions
périodiques sur [0, 27]. La solution exacte sécrit alors :

u= Z cp(O)e_pzteipm.

PEZ
Pronons comme condition initiale ug(z) = €”*. On a :

k
n+1 n n+1 n+1 n+1 1 n n n

ce qui sécrit encore, avec : A = h% :

(1 + 20l = agu{™ Y = 20ulm Y = (1 - 201 - 6))ul™ + A1 - 0)ulP) + AL - 0)ulV. (2.4.69)

0

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtient u;’ = eIh et on cherche le facteur

d’amplifcation &, tel que uj1 = £pu2 = ¢pe'i . en appliquant le schéma ci-dessus pour n = 0, on obtient :
(14 2X0)&, — M0E [P + ePh] = [1 — 2X\(1 — )] + A(1 — 0)[e™P" + P!
et donc :

1 —2X(1—0)+2A(1 — @) cosph 1 —4X(1 — 0)sin® ph/2
" (14 26) — 2\ cos ph C 1 +4Msin® 2
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Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que : [§,| < 1 pour tout p, soit encore :

h h
1 — 4A(1 — ) sin? % <1+ 4)\0sin % (2.4.70)

et L L
AN(1 — 0) sin? % —1 <1+ 4M\0sin? % (2.4.71)

L’inégalité (2.4.70) est toujours vérifiée. En ce qui concerne l'inégalité (2.4.71), on distingue deux cas :
1. Si g < 5 alors 0 <1—6 <0 et dans ce cas (2.4.71) est toujours vraie.
2. Si0 < %, on veut :

4\ [(1 — 6) sin? PR g gin? p—h] <2
2 2
Il faut donc que
- {(1 — 20) sin® p—h} 1
2 2
Une condition suffisante est donc :

1 1
AL ——sif< -,

~ 2(1—20) 2
m
Convergence du schéma d’Euler implicite.
Prenons 6 = 1 dans le #-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :
(1 4+ 2X)ul"™ = " ot = o (2.4.72)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann. On va montrer de
plus qu’il est L>°—stable :

Proposition 2.47 (Stabilité L>° pour Euler implicite) 5i (ug»n))j:l,___,N est solution du schéma (2.4.72),
alors :

max u!"™ < max w!” < max u!® (2.4.73)
j=1,.,.N 7 j=1,..,.N 7 j=1,...,.N 7
de méeme :
min u(n+1)2 min u<n)2 min 4 (2.4.74)
j=1,-..,N 7 j=1,...,N 7 j=1,...N 7

Le schéma (2.4.72) est donc L stable.

Démonstration : Prouvons lestimation (2.4.73), la preuve de (2.4.74) est similaire. Soit jo tel que
u%l“) =max;—1 N ug»nﬂ) Par définition du schéma d’Euler implicite (2.4.72), On a :

n n+1 n+1 n+1
ug.o) =1+ 2)\)u§0 ) )\u§»071) - )\u§»0+1).

On en déduit : u%ﬂrl) <max;—i,. N ug»n), ce qui prouve que
max u(n+1) < max u(n).
j=1,...,.N 7 j=1,...,.N 7
Donc le schéma (2.4.72) est L> stable. ]
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Théoréme 2.48 Soit e™ Uerreur de discrétisation, définie par

eg-n) =u(xj, ty) — ug-n) pour j=1,...,N.
Alors [[e" Do < 1€ 0o + TC(k + h?). Si ||e9] o = 0, le schéma est donc convergent (d’ordre 1 en

temps et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de I’erreur de consistance, on obtient :
(n+1) (n) (n) _ (n) (n)
(1+2N)e; —Ae;y —Aejy =e; ) + R,

et donc :
e |oo < [l€"[loo + kC(k + B?)

On en déduit, par récurrence sur n, que :
eV [loo < [l ]loc + TC(k + h?)

d’ou1 la convergence du schéma. [

On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-frog”)

(n+1) _ (n—1)
uj Ty L (n)

_ (n) (n)
ok —ﬁ(uj_l—Quj +uy)

Jj+1
est d’ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 21 page 57. Malheureusement il est aussi incondition-
nellement instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma Dufort-Frankel,
qui s’écrit :
(n+1)  (n—1)
u; u; 1

2k T2
Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable.

n n n—1 n
(u§.7)1 - (u§ Ty u§ )) + u§»+)1)

2.4.4 Cas de la Dimension 2

. , 2 <1 N .
Soit © un ouvert borné de IIR”, on considere le probleme suivant :

up —Au =0 z e, tel0,T]
u(z,0) =up(z) ze€Q
u(z, t)=g(t) x€dQ Vte€|0,T]

Si le domaine est rectangulaire, ce probleme se discrétise facilement & ’aide de € schéma en temps et de

différences finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme dans le cas
1D, la consistance, la stabilité, la L°>° stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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2.5 Exercices

Exercice 1 (Comparaison différences finies- volumes finis) Suggestions en page 63, corrigé en page
66.

On considere le probleme :
—u"(z) = f(z), = €]0,1],

u(0) = a, u(1) = b, (2.5.75)

Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probleme (2.5.75), et
comparer les schémas ainsi obtenus.

Exercice 2 (Conditionnement “efficace”.) Suggestions en page 63, corrigé en page 60.

Soit f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose h = 1/(N +1). Soit A la matrice définie par (2.2.24)
page 17, issue d’'une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probleme (2.3.27) page 19.

Pour v € IR™, on note w1, ..., uy les composantes de u. Pour v € R™, on dit que u > 0 si u; > 0 pour
tout i € {1,...,N}. Pour u, v € RY, on note u-v = Ef\; Ui;.

On munit RY de la norme suivante : pour u € R, |lu|| = max{|u,|, i € {1,..., N}}. On munit alors
My (R) de la norme induite, également notée || - ||, ¢’est-a-dire | B|| = max{||Bul|, u € R t.q. |ul| = 1},

pour tout B € My (IR).
Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur ’erreur relative

1. (Existence et positivité de A1) Soient b € RY et w € RN t.q. Au = b. Remarquer que Au = b
peut s’écrire :

{ az (i — uic1) + 5z (i —wigr) = bi, Vi € {1,..., N}, (2.5.76)

Upg = UN+1 = 0.
Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer p € {0,...,N + 1} t.q. u, = min{u,, j €
{0,...,N+1}]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire...) On considere la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par ¢(z) = (1/2)z(1 — x) pour
tout z € [0,1]. On définit alors ¢ € RY par ¢; = ¢(ih) pour tout i € {1,..., N}. Montrer que
(A¢); =1 pour tout 7 € {1,...,N}.

3. (calcul de ||A~Y]) Soient b € RY et u € RY t.q. Au = b. Montrer que |ju| < (1/8)||b]| [Calculer
A(u = ||b]|¢) avec ¢ défini & la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A71|| < 1/8
puis montrer que ||[A7!|| = 1/8.

4. (calcul de ||Al|) Montrer que [|A| = 7.
5. (Conditionnement pour la norme | - ). Calculer || A=1|[||A|. Soient b, 6, € R". Soient u, 6, € R

t.q. Au="bet A(u+d,) = b+ . Montrer que |:|6:|:| < ||A_1||A|%.

Montrer qu'un choix convenable de b et 0, donne 1’égalité dans I'inégalité précédente.

Partie IT Borne réaliste sur 'erreur relative : Conditionnement “efficace”

On se donne maintenant f € C([0,1],IR) et on suppose (pour simplifier...) que f(x) > 0 pour tout
x €]0,1[. On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour tout i € {1,..., N}. On considere aussi le
vecteur ¢ défini a la question 2 de la partie I.
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1. Montrer que hZf;l bip; — fol f(z)p(x)dr quand N — oo et que Zfil biw; > 0 pour tout N. En
déduire qu’il existe a > 0, ne dépendant que de f, t.q. hzgvzl bip; > a pour tout N € IN*.
2. Soit u € RY t.q. Au = b. Montrer que N ||u|| > Ei\il u; = u-Ap > ¥ (avec o donné a la question 1).

10ull _ I lz=goap [19%ll
Jul = 8a b

Soit &, € RY et 6, € R t.q. A(u + 9,) = b+ 0p. Montrer que

) et Il fllzeqo,1p) (

3. Comparer [|[A7Y||[|A]| (question 1.5 %o

N — ).

question I1.2) quand N est “grand” (ou quand

Exercice 3 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.) Corrigé en page 69.

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par
Différences Finies du probleme aux limites suivant :

—u"(z) + u(x) = f(z), = €]0,1],
u(0) = u(1) =0.

Soit N € IN*. On note U = (uj);—; n une “valeur approchée” de la solution u du probleme (2.5.77)

(2.5.77)

aux points ( Nﬁ) v On rappelle que la discrétisation par différences finies de ce probleme consiste
j=1...
a chercher U comme solution du systeme linéaire AU = (f(ﬁ)) ou la matrice A € My (IR) est
j=1..N
définie par A = (N + 1)?B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 —1 0 0
1 2 -1

B=1 o 0

12 -1

0 0 -1 2

1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u"’(z) = du(x), z €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (2.5.78)

admet la famille (A, ur)ren+, Ax = (k7)? et ug(z) = sin(knz) comme solution. Montrer que les
vecteurs Uy = (uk(ﬁ) . sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les
valeurs propres de la matrice B.

2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
Exercice 4 (Erreur de consistance) Suggestions en page 63, corrigé en page 69.

On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences finies symétrique a trois
points (vu en cours) du probleme (2.3.27) page 19, avec f € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On pose
h =1/(N 4+ 1). On note u la solution exacte, x; = ih, pour i = 1,..., N les points de discrétisation, et
(u;)i=1,... n la solution du systeéme discrétisé.
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1. Montrer que si f est constante, alors

max |u; —u(z;)| = 0.
1<i<N

2. Soit N fixé, et Jmax |u; — u(z;)] = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0,1]? (justifier la
_/"_

réponse.)
Exercice 5 (Principe du maximum) Suggestions en page 63, corrigé en page 69

On considere le probleme :

{ —u'(z) + c(ar)“(”’b) IR (2:5.79)

u(0) =a, u(l) =

ot c € C([0,1],Ry), et ¢ € C([0,1],R), et (a,b) € IR?.

1. Donner la discrétisation par différences finies de ce probleme. On appelle Uy, la solution approchée
(c.a.d. Uy = (ug,...,un)t, olt u; est 'inconnue discréte en ;.

2. On suppose ici que ¢ = 0. Montrer que u; > min(a,b), pour tout ¢ =1,..., N.

Exercice 6 (Probléme elliptique 1d, discrétisation par différences finies) * Suggestions en page
63, corrigé en page 70.

Soit f € C2%([0,1]). On s’intéresse au probleme suivant :

— Uy (x) + 1+LTugc(:r) = f(x), = €]0,1],

u(0) = a u(l) = b. (2.5.80)

On admet que ce probleme admet une et une seule solution u et on suppose que u € C*(]0, 1[). On cherche
une solution approchée de (2.5.80) par la méthode des différences finies. Soit n € IN*, et h = <. On

N+1°
note u; la valeur approchée recherchée de v au point ¢h, pour i =0,--- , N 4+ 1.
On utilise les approximations centrées les plus simples de u, et u,, aux points ¢h,i = 1,--- ,n On pose
Uup = (ula e )u’n,)t-

1. Montrer que uj, est solution d’un systeme linéaire de la forme Apup = by ; donner Ay, et by.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de l'erreur de
consistance (on rappelle que I’'on a supposé u € C*4).

3. Soit v € IR", montrer que Apv > 0 = v > 0 (ceci s’entend composante par composante). Cette
propriété s’appelle conservation de la positivité. En déduire que Aj, est monotone.

4. On définit 6 par
0(z) = —%(1 +)%n(l +x) + ;(xQ +2z)In2, x € [0,1].

4.a. Montrer qu’il existe C' > 0, indépendante de h, t.q.

(0iy1 — 0;—1) — 1| < CR?,

max

1
max |ﬁ(_0i71 +20; —0;11) + 5

h(1 + ih)

4Cet exercice est tiré du livre Ezercices d’analyse numérique matricielle et d’optimisation,de P.G. Ciarlet et J.M.
Thomas, Collection Mathématiques pour la maitrise, Masson, 1982
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avec 0; = 0(x;),1=0,...,n+ 1.

4.b On pose 0, = (61,---,)t. Montrer que (An0); >1— Ch? pouri=1,...,N.
4.c Montrer qu'il existe M > 0 ne dépendant pas de h t.q. ||A,;1HOo <M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy, vers u.

6. Que peut on dire si v ¢ C*, mais seulement u € C? ou C3?

7. On remplace dans (3.9.71) 1im par aug(z), avec a donné (par exemple a = 100). On utilise pour

approcher (3.9.71) le méme principe que précédemment (approximations centrées de u, et u,,. Que peut
on dire sur la consistance, la stabilité, la convergence du schéma numérique ?

Exercice 7 (Non consistance des volumes finis) Suggestions en page 63, corrigé en page 74

Montrer que la discrétisation de I'opérateur —u” par le schéma volumes finis n’est pas toujours consistante
au sens des différences finies, i.e. que lerreur de consistance définie par (voir remarque 2.21 page 20)
1 -1

Ri=—
hi [hiy1/2

(u(zier) - ules) + —— (u(ws) - ulwim)) | — ()

hi—1/2
ne tend pas toujours vers 0 lorsque h tend vers 0.
Exercice 8 (Consistance des flux) Corrigé en page 75 Corrigé en page 75

Montrer que le flux défini par (2.3.30) est consistant d’ordre 1 dans le cas général, et qu'il est d’ordre 2
si Tit1/2 = (.237;4_1 + 1‘1)/2

Exercice 9 (Conditions aux limites de Neumann) Suggestions en page 64, corrigé en page 75

On considere ici I'équation le probleme de diffusion réaction avec conditions aux limites de Neumann
homogenes (correspondant & une condition physique de flux nul sur le bord) :

—u"(z) + cu(x) = f(z), = €]0,1],
{ W (0) = /(1) = 0, (2.5.81)
avec ¢ € RY, et f € C([0,1]). Donner la discrétisation de ce probleme par

1. différences finies,

2. volumes finis
Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibles. Proposer une maniére de faire en sorte que le

probleme soit bien posé, compatible avec ce qu’on connait du probleme continu.

Exercice 10 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin)) Suggestions en page 64, corrigé en
page 76

On considere le probleme :
—u’(z) + cu(z) = f(z), = €]0,1],

u'(0) — a(u —u) =0, (2.5.82)
u'(1) + afu —a) =0,
avec c € Ry, f € C([0,1]), « e R}, et @ € IR.

Donner la discrétisation de ce probleme par
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1. différences finies,
2. volumes finis

Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’un systeme linéaire de N équations a N inconnues,
en explicitant matrice et second membre (N est le nombre de noeuds internes en différences finies, de
mailles en volumes finis).

Exercice 11 (Probléme elliptique 1d, discrétisation par volumes finis) Suggestions en page 64,
corrigé en page 77

Soient a,b >0, ¢,d € R et f € C(|0,1],IR); on cherche & approcher la solution u du probléme suivant :

Uy (x) + augz(z) + blu(z) — f(x)) =0,
u(0) = ¢,

x € [0,1], (2.5.83)
u(1) = d. (2.5.84)
On suppose (mais il n’est pas interdit d’expliquer pourquoi...) que (2.5.83)-(2.5.84) admet une solution
unique u € C%([0, 1], IR).

Soient N € IN* et hy,...,hy > 0 t.q. Zﬁ\;lhi =1. Onposex% =0, Tig1 :xi7%+hi, pouri=1,....N

hi hi - T, 1
= 7“; ,pour i = 1,...,N — 1, et f; hiifmflz f(z)dz, pour
iy

(de sorte que Typr = 1), hiy

i=1,...,N.
Pour approcher la solution u de (2.5.83)-(2.5.84), on propose le schéma numérique suivant :

-

2

FiJr% — sz% + bh;u; = bh;f;, i € {1, .. .,N}, (2585)

avec (Fi-i-%)iE{O,...,N} donné par les expressions suivantes :

Fppo= -2 0 g, =ie {1, N1}, (2.5.86)
2 hi+%
Uy — d—uyn
F% =" +ac, Fy,i1=— T + aun. (2.5.87)
2 2

En tenant compte des expressions (2.5.86) et (2.5.87), le schéma numérique (2.5.85) donne donc un
systéeme de N équations & N inconnues (les inconnues sont w1, ..., uy).

1. Expliquer comment, & partir de (2.5.83) et (2.5.84), on obtient ce schéma numérique.
2. (Existence de la solution approchée.)
(a) On suppose ici que ¢ = d = 0 et f; = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe un
unique vecteur U = (uy, ..., uyn)" € RY solution de (2.5.85). Ce vecteur est obtenu en prenant
u; = 0, pour tout ¢ € {1,..., N}. (On rappelle que dans (2.5.85) les termes Fiy1 et F;_1 sont
donnés par (2.5.86) et (2.5.87).)

(b) On revient maintenant au cas général (c’est a dire ¢,d € R et f € C([0,1],IR). Montrer qu’il
existe un unique vecteur U = (uy, . ..,ux)’ € RY solution de (2.5.85). (On rappelle, encore
une fois, que dans (2.5.85) les termes Fj 1 et F;_1 sont donnés par (2.5.86) et (2.5.87).)

1
L
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Soient o, 3 > 0. On suppose, dans tout la suite de I'exercice, qu’il existe h > 0 tel que ah < h; < Sh,
xX .

pour tout i € {1,..., N}. On note u; = hi fwf*% u(x)dx, pour i =1,..., N. (On rappelle que u est
i-3

la solution exacte de (2.5.83)-(2.5.84).)
3. (Non consistance du schéma au sens des différences finies)

(a) Montrer que le systéme peut se mettre sous la forme AU = B, ou B est définie par

2c  ac
Bi=b — 4+ —
1 f1+h%+h1’

B;=bf;, i=2,...N —1,
2d
By = bfn + h—2
N
(b) On pose R = AU — B avec U = (iiy,...,uy)". Vérifier que pour tout i € {1,..., N}, R; peut
se mettre sous la forme : - ~ ~
R; = R! + R?
owsup,_; y | R [<Cietsup,_y  y | R} [< Coh.

(¢) On se restreint dans cette question au cas ot a =0,b >0, f =0,c=1,d = e‘/l;, N = 2q,
h; = h si i est pair et h; = g si ¢ est impair, avec h = BLN

Montrer que || R||o ne tend pas vers 0 avec h.

4. (Consistance des flux.) En choisissant convenablement (F; 1 )ic{0,...,N}, montrer que :

FiJr%_Fi

-1 + bh;w; = bh;f;, i € {1,...,N}, (2588)

et que (Fz'+%)ie{0,...,N} vérifie les égalités suivantes :

Fﬂ%:—g%i1ﬁ+am+RH?ie{L“WN—lh (2.5.89)
it3
— uy —c — d_ﬂN
Fy = ——p—+ac+ Ry, Fy g = ——5— +aun + Ry, (2.5.90)
2 2
avec,
Ry | < Cih, i €{0,... N}, (2.5.91)
ou (7 € R, et Cy ne dépend que de «, 3, et u.
5. (Estimation d’erreur.) On pose e; = u; — u;, pour i € {1,...,N} et E = (e1,...,en)".

(a) Montrer que E est solution du systeme (de N équations) suivant :

Gio1— G, 1 +bhie; =0, i€{l,...,N}, (2.5.92)

avec (GiJr%)ie{O,...,N} donné par les expressions suivantes :
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Gipr =% b aei+ Ry, i€ {1,...,N 1}, (2.5.93)

T s
€1 —€N
2 2

(b) En multipliant (2.5.92) par e; et en sommant sur ¢ = 1,..., N, montrer qu’il existe Cy € IR,
ne dépendant que de «, 3, et u tel que :

N
Z(eiJrl —e;)? < Coh?, (2.5.95)

i=0
avec eg = ey = 0.

(¢) Montrer qu'il existe C5 € R, ne dépendant que de «, 3, et u tel que :

le;] < Csh, pour tout i € {1,...,N}. (2.5.96)

6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette question, que f(z) < d < ¢, pour tout x € [0, 1].
Montrer que u; < ¢, pour tout ¢ € {1,...,N}. (On peut aussi montrer que u(z) < ¢, pour tout
x €10,1].)

7. On remplace, dans cette question, (2.5.86) et (2.5.87) par :

Fipy = —";17_” Vauiy, i€ {1,..., N1}, (2.5.97)
it+3
UL — ¢ d—upn
Fi=- T au, Fyyi= T + ad. (2.5.98)
2 2

Analyser brievement le nouveau schéma obtenu (existence de la solution approchée, consistance des
flux, estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 12 (Convergence de la norme H' discréte)

Montrer que si ur :]0,1[— IR est définie par ur(z) = u; Vo € K; out (u;)i=1,... v solution de (2.3.29)—
(2.3.31), alors |ur|y,7 converge dans L?(]0, 1[) lorsque h tend vers 0, vers || Dul|12(j0,17), ol u est la solution
de (2.3.27).

Exercice 13 (Discrétisation 2D par différences finies)

Ecrire le systeme linéaire obtenu lorsqu’on discrétise le probleme

(2.5.99)

—Au = f dans  =]0,1[x]0, 1],
u = 0 sur 0f).

par différences finis avec un pas uniforme h = 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer I'existence
et I'unicité de la solution du systeme linéaire obtenu.
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Exercice 14 (Probléme elliptique 2d, discrétisation par DF)  Corrigé en page 2.7 page 79

Soit Q =0, 1[2C IR%. On se propose d’étudier deux schémas numériques pour le probleme suivant :

ou
u =0, sur 0f),
olt k > 0 est un réel donné et f € C(Q) est donnée. On note u la solution exacte de (2.5.100) et on
suppose que u € C*4(Q).
1. (Principe du maximum)
Montrer que pour tout ¢ € C*(Q) t.q. ¢ = 0 sur 92, on a :

/Vu ) - Vo(z) doe + gz dx_/f

En déduire que si f < 0 sur €2, on a alors u < 0 sur Q.

Soit N € IN, on pose h = ﬁ, et u;; est la valeur approchée recherchée de u(ih,jh), (i,7) €
{0,..., N + 1}%. On pose f;j = f(ih,jh), pour tout (i,5) € {1,...,N}?. On s’intéresse a deux
schémas de la forme :

Aolij — A1Ui—1,j — Q2Wit1,; — A3 j—1 — Al j+1 = fij, V(i j) € {1,..., N}?, (2.5.101)
u;j =0, (i,7) €7, 0

ol ag, a1, ag, az, ag sont données (ce sont des fonctions données de h) et v = {(4, ), (ih,jh) € 0Q}
(v dépend aussi de h). Le premier schéma, schéma [I], correspond au choix suivant des a; :

4 1 n k 1 k 1
Gw=-—,01=—=+—, G0=-—— —, A3 =04 = —.
0 h2 ) 1 h2 2h ) 2 h2 2h ) 3 4 h2
Le deuxieme schéma, schéma [II], correspond au choix suivant des a; :
4 1 k 1
ao_ﬁ+ﬁ’a1:h_+ﬁ a2:a3=a4=ﬁ.

2. (Consistance)

Donner une majoration de ’erreur de consistance en fonction de k, h et des dérivées de u, pour les
schémas [I] et [II]. Donner lordre des schémas [I] et [II].

3. (Principe du maximum discret)
Dans le cas du schéma [II] montrer que si (w; ;) vérifie :

.o 2
QWi j — A1Wi—1,j — A2Wit1,j — A3W; j—1 — a4w;jy1 < 0, V(i,7) € {1,...,N}*,
on a alors

w;; < max (Wpm), V(i,7) € {1,...,N}2.
(n,m)€y

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma [I] si h vérifie une condition & déterminer.
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4. (Stabilité)
Montrer que le schéma [II] et le schéma [I] sous la condition trouvée en 3. sont stables (au sens
[[U]loo < CJ|flloo, avec une constante C' a déterminer explicitement, ot U = {u; ;} (i jyefo,... N+1}2
est solution de (2.5.101). [On pourra utiliser la fonction ¢(z,y) = 14?].
En déduire que dans le cas du schéma [IT] et du schéma [I] sous la condition trouvée en 3. le probleme
(2.5.101) admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. (Convergence)
Les schémas [I] et [II] sont-ils convergents? (au sens max; jye{o,...n+1}2(|uij — u(ih,jh)|) — 0
quand h — 0). Quel est I'ordre de convergence de chacun des schémas?

6. (Commentaires)
Quels sont, & votre avis, les avantages respectifs des schémas [I] et [II] ?

Exercice 15 (Elimination des inconnues d’arétes.) Suggestions en page 64, corrigé en page 8/

On se place ici dans le cadre des hypotheses et notations du paragraphe 2.3.4 page 27

1. Pour chaque aréte interne o = K|L, calculer la valeur u, en fonction de ug et uy, et en déduire que
les flux numériques F , et Fr , vérifient bien (2.3.49)

2. Pour chaque aréte o C I'y UT's, telle que o € £, calculer u, en fonction de ux et montrer que Fi
vérifie bien (2.3.50)

3. Pour chaque aréte o € &, avec 0 = K|L K € Qq , calculer la valeur u, en fonction de ugx et ur,
et en déduire que les flux numériques Fk , et Fr, , vérifient bien (2.3.52)

4. Ecrire le systeme linéaire que satisfont les inconnues (ug)xger-
Exercice 16 (Implantation de la méthode des volumes finis pour un probléme électrique.)
On considere le probleme de conduction du courant électrique

—div(p;Veo(x)) =0 reQ,i=1,2 (2.5.102)

ol ¢ représente le potentiel électrique, j = —uVé(z) est donc le courant électrique, py > 0, pe > 0 sont
les conductivités thermiques dans les domaines Q4 et avec o, avec 1 =]0, 1[x]0, 1] et Q2 =]0, 1[x]1,2].
On appelle I'; =]0, 1[x{0}, T’y = {1}x]0,2[, T's =]0, 1[x{2}, et T'y = {0}x]0, 2[ les frontieres extérieures
de Q, et on note I =]0,1[x{0} V'interface entre Q; et Qy (voir Figure 2.3). Dans la suite, on notera p la
conductivité électrique sur €2, avec plo, = i, i = 1,2.

On suppose que les frontieres I'y et I'y sont parfaitement isolées. Le potentiel électrique étant défini & une
constante pres, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domaine, pour que le probleme soit bien posé.
La conservation du courant électrique impose que

/ j-n+/ jm=0,
Ty I's

ol n désigne le vecteur unitaire normal a la frontiere OS2 et extérieure a Q.
Enfin, on suppose que l'interface I est le siege d’'une réaction électrochimique qui induit un saut de
potentiel. On a donc pour tout point de l'interface I :

d2(z) — ¢1(x) = Y(z), Yo € I,
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ou ¢; désigne la restriction de ¢ au sous domaine i. La fonction ¢ est donc discontinue sur l'interface I.
Notons que, par contre, le courant électrique est conservé et on a donc

(=pV¢-n)la(2) + (=pVe -n)|i(z) =0, Vo € I.

1. Ecrire le probleme complet, avec conditions aux limites.

2. Discrétiser le probleme par la méthode des volumes finis, avec un maillage rectangulaire uniforme,
(considérer deux inconnues discretes pour chaque aréte de l'interface) et écrire le systéme linéaire obtenu
sur les inconnues discretes.

Exercice 17 (Existence de solutions “presque classiques”) Corrigé en page 90
Soit ug € L%(€2). On s’intéresse au probleme :

up(x,t) — uge(x,t) =0, x €]0,1], t € R,

u(0,t) =u(1,t) =0,t € R}, (2.5.103)
u(xv O) - UQ({E), ] [
1. On définit u : [0,1] x R} — IR par :
u(z,t) Z e g, sin(nmz), x € [0,1], t € IR, (2.5.104)

nelN*

avec a, = (fol uo(z) sin(mr;v)al;v)/(fo1 sin?(nmz)dz).

Montrer que u est bien définie de [0,1] x IR’ dans IR et est solution de (2.5.103) au sens suivant :

uwe C>([0,1] x RY,R),

(2, 1) — Uge(2,t) =0, Vo € [0,1], YVt € R7,
u(0,t) =u(l,t) =0, Vt € R,

lu(.,t) = uoll 20,1 — 0, quand t — 0.

(2.5.105)

2. Montrer qu’il existe une unique fonction u solution de (2.5.105).
Exercice 18 (Exemple de schéma non convergent) Suggestions en page 65, corrigé en page 92

Soit ug € L?(] —4,4[). On note u P'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de exercice
précédent) du probléeme suivant :

up(x,t) — ugpe(x,t) =0, x €] — 4,4, t €]0, 1],

u(—4,t) = u(d,t) = 0, t €0, 1], (2.5.106)

( O)—Uo( ),.136]—4,4[-
On sait que la solution de (2.5.106) est de classe C°° sur [—4,4]x]0, 1] (voir lexercice précédent). On
admettra que si ug > 0 p.p. sur | —4,4[ et ug # 0 (dans L?(] —4, 4[)) alors u(z,t) > 0 pour tout x €] —4, 4]
et tout ¢ €]0, 1.
On suppose maintenant que ug € C([—4,4],R), ug(—4) = uo(4) = 0, up > 0 sur | — 4,4[, up nulle sur
[—3,4] et qu'il existe a €] — 4, =3[ t.q. ug(a) > 0. On a donc u(z,t) > 0 pour tout = €] — 4, 4].
Avec les notations du cours, on considere la solution de (2.5.106) donnée par le schéma d’Euler explicite
(2.4.54) avec le pas de temps k = 1/(M + 1) et le pas d’espace h = 8/(N +1) (M,N € IN*, N
impair). La solution approchée est définie par les valeurs u!' pour i € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2} et
n € {0,...,M + 1}. La valeur ul" est censée étre une valeur approchée de @}’ = u(ih, nk).
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1. Donner les équations permettant de calculer u!" pour i € {—(N + 1)/2,...,(N +1)/2} et n €
{0,..., M +1}.

2. On suppose maintenant que k = h. Montrer que u? = 0 pour ¢ > 0 et n € {0,...,M + 1}. En
déduire que max{|uM*t —aM | i € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2} ne tends pas vers 0 quand h — 0
(c’est-a-dire quand N — o0).

Exercice 19 (Discrétisation d’un probléme parabolique.) Suggestions en page 65, corrigé en page
93

Dans cet exercice on s’intéresse a des schémas numériques pour le probleme :
Ut + Uy — EUgy = 0 (z,t) € RTx]0,T|
u(1,t) =u(0,t) =0 t €]0,T] (2.5.107)
u(z,0) = uo(x) x €]0,1]

ol ug et € sont donnés (¢ > 0). On reprend dans la suite de I'exercice les notations du cours.

1. Donner un schéma d’approximation de (2.5.107) différences finies a pas constant en espace et Euler
explicite & pas constant en temps. Montrer que I'erreur de consistance est majorée par C(k + h?); avec
C' dépendant de la solution exacte de (2.5.107). Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t'on ||u"||s <
|u®]| oo, ¥V < M ?

Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

2. Méme question que 1. en remplacant Euler explicite par Euler implicite.

3. En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours) construire un schéma d’ordre 2 (espace et
temps). Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on |[u"||s < ||u®|2,¥n < M ? Donner un résultat de
convergence pour ce schéma.

4. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on remplace 'approximation de wu, par une ap-
proximation décentrée a gauche. Quel est ordre des schémas obtenus et sous quelle(s) condition(s) sur k
et h a-t’on ||u™]|oe < [|uY]|co 0ot [Ju]|u’]|2,¥n < M ? Donner un résultat de convergence pour ces schémas.

Exercice 20 (Equation parabolique avec terme source) Suggestions en page 65, corrigé 95

Soit ug une fonction donnée de [0, 1] dans IR. On s’intéresse ici a la discrétisation du probléme suivant :

ug(t, ®) — g (t,z) —u(t,z) =0,t € RT, 2 €0,1], (2.5.108)

u(t,0) =wu(t,1) =0, ¢t € R ; w(0,2) = up(x), x € [0,1]. (2.5.109)
On note u la solution de (2.5.108), (2.5.109), et on suppose que u est la restriction & IRy x [0, 1] d'une
fonction de classe C* de IR? dans IR.
Pour h = ﬁ (N € IN*) et k>0, on pose z; =ih,i € {0,...,N + 1}, t, = nk,n € IN, u} = u(zy,tn),
et on note u}' la valeur approchée recherchée de u;'.
On considere les schémas numériques (2.5.110), (2.5.112) et (2.5.111), (2.5.112) définis par les équations
suivantes :

1 +1 +1
W sy (a2t

- BARS 5 —u"t =0, neN,ie{l,...,N}, (2.5.110)
n+1 o un-{—l + un—i—l _ 2un+1
wi™ (i St — 2w w'=0,neN,ie{l,... N}, (2.5.111)

k h?
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uf ™t = u?\',tll =0,n€N;u =up(r;),=i€{0,...,N+1}. (2.5.112)

Pour n € N, on note u" = (uf,...,u%)t € RV,

1. (Consistance) Soit 7' > 0. Pour n € IN, et i € {1,..., N}, on note R? l'erreur de consistance

(définie en cours) du schéma numérique (2.5.110), (2.5.112) [resp. du schéma numérique (2.5.111),
(2.5.112)]. Montrer qu’il existe C' € R, ne dépendant que de u et T, t. q. |R?| < C(k + h?), pour
tout i € {1,...,N} et tout n € IN, t.q. kn <T.

. Montrer que le schéma (2.5.110), (2.5.112) [resp. (2.5.111), (2.5.112)] d
temps, la résolution du systeme linéaire Au™*! = a [resp. Bu"! =
a,b e R & déterminer.

Montrer que B est inversible (et méme s.d.p.) pour tout & > 0 et k > 0. Montrer que A est inversible
(et méme s.d.p.) pour tout h > 0 et k €0, 1].

. (Stabilité) Pour n € IN, on pose [[u"|lc = sup;eqs,.. vy |uj']. Soit T' > 0. On considere le schéma
(2.5.111), (2.5.112). Montrer qu’il existe C1(T) € IR, ne dépendant que de T, t.q. [[u"|lec <
C1(T)||uol| s, pour tout h >0, k>0, et n € IN tel que kn <T.

Soit a € [0, 1]. On considére le schéma (2.5.110), (2.5.112). Montrer qu’il existe Co(T,a) € IR, ne
dépendant que de T et de a, t.q. ||[u™]|eo < C2(T, @)||uo]| 0, pour tout h > 0, k €]0, ], et n € IN tel
que kn <T.

. (Estimation d’erreur) Pour n € IN et ¢ € {1,..., N}, on pose e =u} — ul. Soit T > 0. Donner,
pour kn < T, des majorations de ||e"|« en fonction de T, C, C1(T'), Co(T, ) (définis dans les
questions précédentes), k et h pour les deux schémas étudiés.

emande, a chaque pas de
b] avec A,B € R™" et

Exercice 21 (Schéma “saute-mouton”) Corrigé en page 98

On considere le probleme suivant :

up(x,t) — uge(x,t) = 0,2 €]0,1[, t €]0,T],
u(0,t) = u(1,t) = 0,t€]0,T], (2.5.113)
u(x,0) = wup(x), z €0, 1[.
Pour trouver une solution approchée de ((2.5.113)), on considere le schéma “saute-mouton”
n+1 (n—1) n n n
w; T — U u? . —2u? +u”
J %J — ! h; M j=1,...,N-1Ln=1,...,M~-1, (2.5.114)
u8'+1 zuﬁ,j_ll =0,n=1,....,M —1,
ol (u?)jzlw,,N et (u})jzlwyN sont supposés connus, h = 1/N, k=T/M.
1. Montrer que le schéma (2.5.114) est consistant. Quel est son ordre ?
2. Montrer que le schéma (2.5.114) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.
On modifie “légerement” le schéma (2.5.114) en prenant
n+1 (n—1) n n+1 (n—1) n
ul "t — ulf oy —(uyT oy )l
J 2/€J = J h2j J ,ij=1L...,Nyn=1,... M —1, (2.5.115)
up ™t :u?\',tll =0,n=1,...,.M —1,
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(schéma de Dufort-Frankel).

3. Montrer que le schéma (2.5.115) est consistant avec (2.5.113) quand k, k — 0 sous la condition £ — 0.

4. Montrer que (2.5.115) est inconditionnellement stable.
Exercice 22 (Schémas centré et décentré) Corrigé en page 100
Soient aw > 0, 4 >0, T > 0 et up : IR — IR. On s’intéresse au probleéme suivant :

ug(x,t) + aug(z,t) — pug,(z,t) =0, z €]0,1[, ¢t €]0, T,
u(0,t) = u(1,t) = 0, t €]0,T], (2.5.116)
u(z,0) = up(z), z €]0,1].

On rappelle que u; = %, Uy = % et Upy = %. On suppose qu'il existe u € C4([0, 1] x [0,7T7]) solution

(classique) de (2.5.116) (noter que ceci implique uo(0) = up(1) = 0). On pose A = min{uy(z), x € [0,1]}
et B = max{ug(x), z € [0,1]} (noter que A <0 < B).

On discrétise le probléeme (2.5.116). On reprend les notations du cours. Soient h = 1/(N+1) et k =T /M
(N, M € N*).

1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (2.5.116), on considere le schéma suivant :

Rl )+ R () —uiy) = e (uly — 2uf ) =0,
ie{l,...,N},ne{0,...,.M — 1},

uf =uRy, =0,ne{l,...,M},

ud = ug(ih), i € {0,...,N + 1}.

(2.5.117)

On pose u! = u(ih,nk) pour i € {0,...,.N +1} et n € {0,..., M}.

(a) (Consistance) Montrer que I'erreur de consistance du schéma (2.5.117) est majorée par Cy (k+
h), ou Cq ne dépend que de u, T, o et p.

(b) (Stabilité) Sous quelle condition sur k et h (cette condition peut dépendre de « et p) a-t-on
A < ul < B pour tout i € {0,...,N + 1} et tout n € {0,...,M}? Sous cette condition,
en déduire [|u™[|oc < [Juol|Loe(jo,1) POUr tout n € {0,..., M} (avec ||u"||cc = max{[u}], i €
{0,...,N+1}})

(¢) (Estimation d’erreur) On pose el =u;" — ul.

Sous la condition sur k et h trouvée précédemment, montrer que |e}!| < Cy(k + h) pour tout
1€{0,...,N+1} et tout n € {0,..., M} avec C3 ne dépendant que de u, T', « et p.

2. Schéma explicite centré.
On change dans le schéma (2.5.117) la quantité (o/h)(uj’ —ui_;) par (a/2h)(ui; —ui ;).

(a) (Consistance) Montrer que Perreur de consistance est maintenant majorée par C3(k + h?), ol
Cs3 ne dépend que de u, T, a et pu.

(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (2.5.117).
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Exercice 23 (Probléme parabolique non linéaire) Corrigé en page 103

On se propose, dans cet exercice, de montrer U'existence d’une solution faible au probleme (2.5.118)-
(2.5.120), a partir de Pexistence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue
de ce probleme est la fonction u de [0,1] x [0,7] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes :

ou 0%p(u) B
E(x,t) 02 (x,t) = v(x,t), x €]0,1], t €]0,T7, (2.5.118)
a‘gx“) (0,1) 832;“) (1,t) =0, t €]0, 7], (2.5.119)
u(z,0) = uo(x), z €]0, 1], (2.5.120)

ou ¢, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
1. T >0, v € L*(]0,1[x]0,T),
2. p croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. ug € L*(]0,1]) et ¢(up) lipschitzienne de [0,1] dans IR.

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, p(s) =0s10<s<Letp(s)=a(s—L)si
s > L, avec o, g et L donnés dans IR’ Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L.

Les ensembles |0, 1[ et D =]0,1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue
sur cette tribu.

On appelle “solution faible” de (2.5.118)-(2.5.120) une solution de :

u e L°°(]0,1[x]0, T]), (2.5.121)

oY 0%
u(x,t)—(x,t w(x,t))=—=(x,t) + v(x, t)Y(z, t))dxdt ug(x)(x,0)dx = 0,
) )+l D ) 4 e o )+ [ oot 0 .

v € C3'(IR?),

ou ¢ € C%’l(R2) signifie que ¢ est une fonction de IR? dans IR deux fois contintiment dérivable par
oy oy

rapport a z, une fois continiiment dérivable par rapport a ¢ et t.q. 8—(0,t) = 8—(1,t) = 0, pour tout
x x
t €10,7] et ¢(x,T) = 0 pour tout = € [0,1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe C?, v est continue sur [0,1] x [0, T7] et ug
est continue sur [0, 1]. Soit v € C?(IR?,IR). On note encore u la restriction de u & ]0, 1[x]0, T[. Montrer
que u est solution de (2.5.121)-(2.5.122) si et seulement si u vérifie (2.5.118)-(2.5.120) au sens classique
(c’est-a-dire pour tout (x,t) € [0, 1] x [0,T1]).

On cherche maintenant une solution approchée de (2.5.118)-(2.5.120).
1
Soient N, M € IN*. On pose h = N et k = W On va construire une solution approchée de (2.5.118)-

(2.5.120) & partir de la famille {u?, ¢ = 1,...,N, n = 0,..., M} (dont on va prouver l'existence et
Punicité) vérifiant les équations suivantes :
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ih
o 1

u; = — uo(x)dz,i=1,...,N, (2.5.123)
h Ji-1)n
’(7/+1 ) uﬂ+1 —92 u’(b+1 + u’(b+1
ul k ul  p(uih) @(h; ) + ¢ ¢+1):Uln’i:l,...,N,n:O,...,M—l, (2.5.124)
1 (n+1)k  pih
avec ugH = ut u?,t_ll = u?\’,"’l, pour tout n = 0,...,M — 1 et v} = — / v(z, t)dxdt,
kh Jo (i—1)h

pour tout ¢ =1,..., N, pour tout n =0,..., M.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)

Soit n € {0,...,M — 1}. On suppose connu {ul, i = 1,...,N}. On va prouver dans cette question

77
Iexistence et I'unicité de {u ™, i =1,..., N} vérifiant (2.5.124) (avec up ™' = uf*?, uptl = uhth.
1. Soit a > 0, Pour s € R, on pose g,(s) = s + ap(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.

2. Soit W = (W;)i=1,.. N € RY. On pose Wy = W etwy4+1 = Wy. Montrer qu’il existe un et un seul
couple (u,w) € RY x IRN, u=(u;)i=1,.. N, W= (W;)i=1,.. N, t.q. :

o(u;) = w;, pour tout i € {1,..., N}, (2.5.125)

k
w; = — (Wi—1 + Wit1) +uj’ + kv, pour tout i =1,..., N. (2.5.126)

2k
u; + —= 72

h2

On peut donc définir une application F' de RY dans RY par w +— F (W) = w olt w est solution de
(2.5.125)—(2.5.126).

3. On munit R” de la norme usuelle || - ||oo. Montrer que I'application F' est strictement contractante.
[On pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, si a = p(«) et b = ¢(8), on a |a — G| >
(1/L)|a — b, on L ne dépend que de ¢.]

4. Soit {u?“, i=1,..., N} solution de (2.5.124). On pose w = (w;)i=1,... N, avec w; = gp(u?“) pour
i€{1,...,N}. Montrer que w = F(w).

5. Soit w = (w;)i=1,....N t.q. w = F(w). Montrer que pour tout i € {1,..., N} il existe u?“ €R t.q.
w; = @(u ™. Montrer que {u'*, i =1,..., N} est solution de (2.5.124).

7

6. Montrer qu'’il existe une unique famille {u?“, i=1,...,N} solution de (2.5.124).
Question 3 (Estimation L>(]0, 1[x]0,T[) sur u)
On pose A = |lugl|z~qo,1ip et B = [[v||z(o,1[x]0,7)- Montrer, par récurrence sur n, que uj € [-A —

nkB, A + nkB| pour tout i = 1,...,N et tout n = 0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer
(2.5.124) avec i t.q. uft! = min{u? ", j=1,...,N}]

En déduire qu'il existe cyug,0,7 € Ry t.q. [[u"]| Lo o1p) < Cugo,T-

Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. & x de p(u))

Montrer qu'il existe Cq (ne dépendant que de T, ¢, v et ug) t.q., pour tout n =10,..., M — 1,

60



n n h
(Pl — oy ™)) < Ot (2.5.127)
n=0 i=1
[Multiplier (2.5.124) par ™! et sommer sur i et sur n et utiliser I'inégalité a® — ab > “—22 - %]
Question 5 (Estimation de la dérivée p.r. a ¢t de p(u))A
Montrer qu'il existe Cy (ne dépendant que de T, ¢, v et ug) t.q.
M—-1 N+1
>0 S (i) — pul))? < Cob. (25.128)
n=0 =0
et
N+1
Z (p(ul™) — p(ul))? < Czh, pour tout n € {0,..., M}. (2.5.129)
i=0
n+1

[indication : multiplier (2.5.124) par ¢(u]"") — p(ul’) et sommer sur i et n]

K3

Dans la suite de 'exercice, il s’agit de passer a la limite (quand N, M — oo) pour trouver une solution
de (2.5.118)-(2.5.120).

Pour M € IN* donné, on prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T\/h), on définit (avec les
ul’ trouvés dans les questions précédentes) une fonction, up, sur [0,1] x [0,T] en posant
t—nk

; (n-i—l)k—tu(n)

u ™ (@) +

up(z,t) = (x), sit € [nk,(n+1)k]

et
u$™(z) =P, siz €](i — Dhyih[i=1,...,N,n=0,..., M.
Enfin, on définit p(up) par ¢(up)(z,t) = p(up(z,t)).

Question 6 Montrer que les suites (up)pmen+ et (@(un))men+ sont bornées dans L>°(]0, 1[x]0,7T[) (on
rappelle que h est donné par M).

Question 7
Montrer qu’il existe C' (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q. 'on ait, pour tout M € IN* :

1. Pour tout ¢t € [0,T],

/}R lp(un) (@ + 1,1) — (un) (2, 1) Pdz < O,

pour tout n € IR, avec ¢(up)(-,t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
2. [Jo(un) (- t) = o(un) (-, s)|lL2qoap < C|t — s, pour tout t,s € [0,77].
Une conséquence des questions 6 et 7 ( que l'on admet ici est que 'on peut trouver une suite (hy)nenN

et u € L>(]0,1[x]0,T]) telle que, en posant u, = uy, (on rappelle que k, = Tv/h,), Pon ait, quand
n — oo,

1. h, = 0et k, — 0,
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2. u, — u dans L*°(]0,1[x]0, T[) pour la topologie faible-x,
3. o(un) — @(u) dans LP(]0, 1[x]0,T[), pour tout p € [1, o0].

Question 8 Montrer que la fonction w ainsi trouvée est solution de (2.5.121),(2.5.122).

Remarque. On peut aussi montrer 'unicité de la solution de (2.5.121),(2.5.122).
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2.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 1 page 46 (Comparaison différences finies- volumes finis)

On rappelle que le schéma différences finies s’obtient en écrivant I’équation en chaque point de discrétisation,
et en approchant les dérivées par des quotients différentiels, alors que le schéma volumes finis s’obtient
en intégrant I’équation sur chaque maille et en approchant les flux par des quotients différentiels.

Exercice 2 page 46 (Conditionnement efficace)
Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoreme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polynome de degré 2.

1
3. Pour montrer que ||[A7!|| = 3 remarquer que le maximum de ¢ est atteint en x = .5, qui correspond

a un point de discrétisation car N est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait que A¢ = (1...1)%

Exercice 4 page 47 (Erreur de consistance)

1. Utiliser 'erreur de consistance.
2. Trouver un contre-exemple.

Exercice 5 page 48 (Principe du maximum)

2. Poser ug = a, un41 = b. Considérer p =min{i =0,--- ,N +1; up = minj—g... n+1u;}. Montrer que
p=0ouN + 1.

Exercice 6 page 48 (Différences finies pour un probléme elliptique)

Questions 1 a 3 : application directe des méthodes de démonstration vues en cours (paragraphe 2.2 page
13).

Question 4 : La fonction 6 est introduite pour montrer une majoration de ||A~!||, puisqu'on a plus
AP =1, ou ®; = p(x;) est la et @ est la fonction “miracle” dans le cas —u” = f. Une fois qu’on a montré
les bonnes propriétés de la fonction 6 (questions 4.a et 4.b), on raisonne comme dans le cours pour la
question 4.c (voir démonstration de la proposition 2.14 page 17.

Exercice 7 (Non consistance des volumes finis)

Prendre f constante et égale a 1 et prendre h; = h/2 pour ¢ pair et h; = h pour ¢ impair.
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Exercice 9 page 49 (Conditions aux limites de Neumann)

1. En différences finies, écrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui
apparaissent au bord ug et uy4; en discrétisant convenablement les conditions aux limites. En volumes
finis, c’est encore plus simples (flux nul au bord...)

2. Remarquer les constantes sont solutions du probleme continu, et chercher alors par exemple une solution
a moyenne nulle.

Exercice 10 page 49 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin) et Neu-
mann)

Ecrire les équations internes de maniere habituelle, et éliminez les inconnues qui apparaissent au bord ug
et uny41 en discrétisant convenablement les conditions aux limites.
Exercice 11 page 50 (Volumes finis 1D)

1. Pour justifier le schéma : écrire les bilans par maille, et approchez les flux par des quotients différentiels
de maniere consistante.

2 (a) On pourra, par exemple, multiplier (2.5.85) par w; et sommer pour ¢ = 1,..., N, puis conclure en

. N N+1
remarquant, en particulier, que > . (u; — uj—1)u; = %Zi;{ (u; —ui_1)?, avec ug = unyy1 = 0.

2 (b) Pensez au miracle de la dimension finie. ..
4. Effectuer les développements de Taylor

5. (b) (c) Se débarasser des termes de convection en remarquant qu’ils ont ”le bon signe”, et s’inspirer
de la démonstration du théoreme 2.25 page 22.

Exercice 13 (Discrétisation 2D par différences finies)

Adapter le cas unidimensionnel, en faisant attention aux conditions limites. Pour montrer I'existence et
unicité, calculer le noyau de la matrice.

Exercice 15 (Elimination des inconnues d’arétes)

1. Ecrire la conservativité du flux : Fx , = —FL » et en déduire la valeur de u,.

2. Trouver la valeur de u, qui vérifie
=m(o)a(ty — Uezt)-
3. Remplacer F , et Fr, , par leurs expressions dans (2.3.51) et en déduire la valeur de u,-.

4. Adopter lordre lexicographique pour la numérotation des mailles, puis établir I’équation de chaque
maille, en commenant par les mailles interne.
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Exercice 18 (Exemple de schéma non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

N +1 N +1 N+1
SinG{O,...,M—i—l},iE{— * i }et i

5Ty iZ—T—i—nalorsu?:O.
En déduire que u' = 0 pour n € {0,...,M + 1} et i € {0,..., 2L} et conclure.

Exercice 19 (Discrétisation d’un probleme parabolique)

1. Calculer l'erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :

lu™ oo < []u°]|oc-

Pour étudier la convergence du schéma, majorer l'erreur de discrétisation : e = a7 —uf ou u} est calculé
par (2.7.146), et ] est la solution du probleme (2.5.107) en x; = jh et t,, = nk.

Méme chose pour les questions suivantes. . .

Exercice 20 (Probléme parabolique avec terme source)

1. Effectuer des développements de Taylor.. .

3. Montrer par récurrence que max;—1, .y uj < (14 k)"maxj—1, . N u?. et que minj—;, . n u;n) > (14
. 0
E)"minj— u§ ),

4. Utiliser I’équation, le schéma, et l'erreur de consistance.

Exercice 21 (Schémas de Saute-Mouton et Dufort-Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorer I'erreur de consistance.

2. Montrer que le facteur d’amplification &,, obtenu par 'analyse de stabilité de Von Neumann satisfait :

Eny1 — 0y — &1 =0, n > 2.

2 —ar—1 =0 et montrer que I'une de ses racines est, en module,

Etudier ensuite les racines de léquation r
supérieure a 1.
4. Reprendre la méthode développée a la question 2, en montrant que 1’équation caractéristique pour &
est maintenant :
p(r)=ar’ +br+c=0,

avee 1 1 2 h 1 1

cos
N R T R
2k h? h? h?  2h

Etudier ensuite les racines de cette équation.

a
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2.7 Corrigés des exercices

Corrigé de l’exercice 1 page 46

Le schéma différences finies pour I’équation (2.5.75) s’écrit :
h%(?ui—ui_l—uiﬂ):fi, iZl,...,N,

uy =a, Un4+1=D>.

Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :

Foir—F_i1=hf;, i=1,...,N (2.7.130)
avecFH%:—W, i:l,...,N—letF%:—ulg_a
b—uN
Fyii=— 7
2

En remplacant les expressions des flux dans I’équation (2.7.130). On obtient :
7z Qui — w1 —wim) =fi, i=2,...,N—1
# (Buy — 2ug —a) =2f;
7 (Buy — 2uy—1 — b) =2,

La différence entre les deux schémas réside dans la premiere et derniere équations.

Corrigé de ’exercice 2 page 46 (Conditionnement “efficace”)

Partie I
1. Soit w = (ug ... un)". On a

1 1 .
Auzb@{ ﬁ(ui—ui,l)—l—ﬁ(ui—uiﬂ):bi, Vi=1,...N,
U,OZUN+1:O.

Supposons b; > 0, Vi =1,..., N, et soit p € {0,..., N + 1} tel que u, = min(u;, i =0,...,N +1).
Sip=0ouN +1,alors u; >0Vi=0,N+1 et donc u > 0.
Sipe{l,...,N}, alors
1
7zl

et comme uy, — up—1 < 0 et up — upp1 < 0, on aboutit a une contradiction.

Up — up-1) + Up — upy1) 20

72

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors v > 0. On en déduit
par linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que I'application
linéaire représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).
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2. Soit ¢ € C([0,1],R) tel que p(z) = 1/22(1 — x) et ¢; = p(z;), i = 1, N, ot x; = ih.
(A@); est le développement de Taylor a 'ordre 2 de ¢”(x;), et comme ¢ est un polynome de degré 2, ce
développement est exact. Donc (A¢); = ¢"(x;) = 1.

3Soient b € RY et u € RY tels que Au=5. On a :
(A(u £ [|bll@))i = (Au); £ [|b]|(Ad); = bi £ [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + ||b]| > 0, alors par la question (1),
w; + ||bll¢p; >0 Vi=1,...,N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b]| < 0, alors
u; — |bll¢s <0 Vi=1,...,N.

On a donc —||b||¢; < ||b]| ;-

o 1 1
On en déduit que [Juloo < Bl] [@lloc : or [[¢llec = - Dol Julloo < ][]l

On peut alors écrire que pour tout b € RY,

- 1 A bl _ 1 -1
IA™ blloo < < 1b]], donc < 55 dou AT <
8 16l 8

co|—

1
On montre que ||A7Y| = g en prenant le vecteur b défini par b(x;) = 1, Vi = 1,..., N. On a en effet

Ao = ¢, et comme N est impair, 3i € {1,..., N} tel que z; = % ;0r [[¢|lo0 = ¢(3) = 2

R

4. Par définition, on a [|A|| = sup, =1 [|[Az[, et donc [|A]| = max;=1,n 3_;_; y |ai |, d’ott le résultat.

5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || - ||, cond(A) =
IAIATH = 5
Comme Ad, = dp, on a :
- 1]l —1y5 ATl
8ull < [1A™ 0l < TA™H 16 :
1 6]l 6]l

d’ou le résultat.
Pour obtenir I’égalité, il suffit de prendre b = Au ot u est tel que ||ul]| = 1 et ||Au|| = ||A]|, et dp tel que
166] = 1 et ||A=16]| = ||A~L]|. On obtient alors

Wl 1 e
Noll 2o 10Uy 41,
o~ AT < g =14

D’ou I'égalité.

Partie 2 Conditionnement efficace
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1. Soient ¢ et f(") les fonctions constantes par morceaux définies par

:{ o(ih) = ¢; sixe]xi—%,xi—i—%[,i:l,...,N, ot

" (@) 0six e |0, %] Ouxe]l_%vl]'
| fGih) =1b; sixe]xl—ha i+ &,
fM () —{ F(ih) =0siz €[, ]éuxe]12 b1

Comme f € C([0,1],R) et ¢ € C?([0,1],IR), la fonction f}, (resp. ¢pp) converge uniformément vers f
(resp. ) lorsque h — 0. On a donc

N
hzbisﬁz‘:/ O (@)™ ( dx—>/ f(@)p(x)dx lorsque h — 0.
i=1

Comme b; >0et f; >0Vi=1,...,N, on a évidemment
SN—Zb1<p7>0etSN—>/f x)dx = 3 > 0 lorsque h — 0.
Donc il existe Ng € IN tel que si N > Ng, Sy > g, et donc Sy > a = min(Sp, S; ... SNy, g) > 0.

2. On a Nljul]| = Nsup,—y y |ui| > Z _, u;. D’autre part, Ap = (1...1)" donc u - Ap = Zui; or

N
u-Ap = Alu- @ = Au-p car A est symétrique. Donc u- Ap = Z bipi > % d’apres la question 1. Comme

i=1
Ou, 1hN
5y = A7, on a donc |6, ]| < |A7Y |16s]; et comme N |ul| > %, on obtient : |:| |:| <3 — 16| ||fl|)|°°
Or hN =1 et on a donc bien :
18ull Nl flloo N0l
l[ull = 8o [|b]|

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h2, et donc tend vers I'infini lorsque
[I6u ]l

fll

le pas du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative

e N s .. . s . .
est inférieure & une constante multipliée par la variation relative de %. Cette derniere information est

nettement plus utile et réjouissante pour la résolution effective du systeme linéaire.
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Corrigé de ’exercice 3 page 47 (Conditionnement, réaction diffusion 1d)
1. Pour k=1 a N, calculons BUj :

1

(BUy); = —sinkn(j — 1)h + 2sinkn(jh) — sinkn(j + 1)h, ou h = N1

En utilisant le fait que sin(a+b) = sin a cos b+ cos a sin b pour développer sin km(1—j)h et sin k7 (j+
1)h, on obtient (apres calculs) :

(BUr); = \e(Uk);, j=1,...,N,

ot A\, = 2(1 — coskmh) = 2(1 — cos Nki 1). On peut remarquer que pour k= 1,..., N, les valeurs
A sont distinctes.

On a donc trouvé les N valeurs propres A ... Ay de B associées aux vecteurs propres Uy, ..., Un
de RY tels que (Ur); :sinﬂ, j=1,...,N.

N+1
2. Comme A = Id + TlgB, les valeurs propres de la matrice A sont les valeurs p; = 1+ %)\i.

3. Comme A est symétrique, le conditionnement de A est donné par

N7T)
N+1

7)

1+ %1 — cos

conds(A) = BN _ =
M1 1—|—%(1—COSN+

Corrigé de ’exercice 4 page 47 (Erreur de consistance)

1. Si f est constante, alors —u” est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur de u sont nulles.
Donc par l'estimation (2.2.19) page 16 sur l'erreur de consistance, on a R; = 0 pour tout i =
1,...,N.

Si on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de IRY de composantes u(zx;), on

peut remarquer facilement que U — U = A"'R, ot R est le vecteur de composantes R;. On a donc
U-U=0,c.q.fd.

2. Tl est facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f(z) = sin2wx, et h = 1/2, on
n’a donc qu’une seule inconnue u; qui vérifie u; = 0, et on a également u(1/2) = sinm = 0.
Corrigé de I’exercice 5 page 48
1. On se donne une discrétisation (z;);=1,..n de [0, 1], avec un pas constant h. On approche u”(z;) par

1
le quotient différentiel - (2u(x;) — w(zi-1) — u(zit1)).

Le schéma résultant s’écrit donc :

{ 712(2ui—ui,1—ui+1)+ciui:fi, i=1,...,N.

Uy = a,uny+1 = b.

2. Soit p = min{i;u; = min wu;}.
P (i s j=0,N+1 i}
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Supposons que 1 < p < IN,, alors on a

1 1
ﬁ(up —up-1) + ﬁ(up — Upt1) = fp.
Or u, = minwu;, on a donc u, —up—1 < 0, puisque p = min{i; u; = jzomh]%url ujt, et up —upp1 < 0.Comme

fp = 0, on aboutit & une contradiction. On en déduit que p = 0 pu N+1, ce qui prouve que u; > min(a, b).

Corrigé de ’exercice 6 page 48

1. On se donne un pas constant h = x4 —x; = ﬁ Comme u € C*(]0,1[), un développement de Taylor
a l'ordre 4 aux points z;41 et x; donne :

h2 h3 h4

u(wis) = u@i) + @) + 5 (@) + o u®@) +5p )
3

(i) = (o) — (@) + o o) — e w4 o (G,

ou n; (resp. ¢;) appartient a Uintervalle [x;, z;11] (resp. [z;-1,2;]). En effectuant la somme et la différence
de ces deux lignes, et on trouve :

w(x;) —u(x;i—1) — ulr;rq1 2
—u”(xi)z 2 ( z) (;12 ) ( + ) +%(u(4)(m)+u(4)(@))
/ w(wipr) —uw(@ic) | h® s 2w " (2.7.131)

On prend alors en compte les conditions limites du systeme de type Dirichlet. On introduit les valeurs
up = a et uy11 = b, et on obtient alors le schéma suivant :

2““”“‘“”%( ! >Ui+1_Ui1:fiyi:1,...,N7

h? 1+1h 2h
Uy = a, uny4+1 = b.

On en déduit la forme matricielle du systeme Apup = by,

2 1 1
nz w2 toarm O 0

Ly 1 2 0

RZ T 2R(1+h) 2
0
A = ,
1 1
—nz T W
1 1

0 T 0 izt 2h(1+Nh) h2
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soit encore

1
2 —1 0 0 0O % 0 0
-2 -0 0 ~mm - e O 0
1 0 1 0 '
A= 3m o
1 ( 1 :
TN
0 0o -1 2
0 R
avec
fita (h% + 2h(11+h)) uy
Ja U2
bp = : et up =
fol UN—-1
fn+0 (# - 2h(1Jerh_)) N

2. Majorons 'erreur de consistance :

Ry = M) = 2“}52%‘) +u(@ia) o (1)
Ry — U(xi+1)2—hu(ffz>1)

— /()
La premiere égalité de (2.7.131) entraine que :
h2
1 4
B < 2 suput®)].
[0;1]
En effectuant alors les développements limités jusqu’a l'ordre 3, on obtient de la méme maniere que :
h? .
2 3
1B < 5 sup ]
[0;1]
D’ou on déduit finalement que :

h? .
|R||oo < — [ sup|u®|+2sup|u®]]. (2.7.132)
12\ 0.1 [0,1]

3. Par hypothese on suppose Apv > 0, et on va montrer que v > 0 pour v € RY. L’hypothese sur la
matrice A; nous permet d’écrire pour la i-eme ligne I'inéquation suivante :

-1 1 2 -1 1
— w1+ —u —+————|ui1 >0 2.7.133
(h2 2h(1+ih))u 1+h2u+(h2+2h(1+zh)>u+l ( )
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Soit
p:min{i €e{l,...,N};v, = min vj}.
j=1,...N

Supposons d’abord que p = 1. On a alors :
U1 SUj,VjZl,...,N.

Mais l'inéquation (2.7.133) pour p = 1 s’écrit encore :

1 1
ﬁ(vl —vg) + <ﬁ +C1> vp >0,

On a donc

>~ (vy—wv;) >0,
v1*1+c1h2(02 v) >

ce qui montre que min;j—; . nyv; =v; > 0si p = 1. Un raisonnement similaire permet de montrer que si

p=N,onawv, >0etdonc Ilnianj > 0.
J=1s
Supposons enfin que p € {2,..., N — 1} on a alors, par la deuxiéme inéquation de (2.2.17) :

1 1 1

ﬁ(vp —Up_1) + ﬁ(v,, — Upt1) + m(vp-H —Up +Vp — Vp—1) > 0.

On en déduit que

(2 = s ) 0~ o0+ (G * gy ) (o = ovs) 2 0

Or h < 1, donc h_12 — m > 0. Les deux termes du membre de gauche de I’équation ci—dessus sont
donc négatifs ou nuls. On doit donc avoir : v,_1 = v, = vp41 ce qui est impossible car p est le plus petit
indice j tel que v; = min;—; ..y v;. Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour j = p > 1.

On a ainsi finalement montré que {min v; > 0, on a donc v > 0.
ie{l,....N

La matrice A, est monotone si et seulement si elle est inversible et que A,:l > 0. Pour vérifier que Ay,
est inversible il suffit de remarquer que si Apv = 0, alors Apv > 0 et Ap(—v) > 0, ce qui entraine que
v = 0, par conservation de la positivité. On en déduit que Ker(A,) = {0}, et donc A}, est inversible.
Pour montrer que A, est monotone, il nous rester a prouver que A,;l > 0.

On se donne pour cela b € IR™ tel que Apb = e;, ou e; est le vecteur de la base canonique de IR", ainsi
e; > 0. D’apres la conservation de la positivité, on a b > 0. Cependant b est le ieme colonne de A,:l, donc
b est solution de A;lei = b tel que b > 0 donc (A;l) > 0.

4.a.0n calcule les dérivées successives de 6 :

0'(z) = —2(1+2)— (1+2)n(l+2z)+ 3(1+2)n2,
0" () = -1 —1-In(1+2)+ 2 In2,
00)(z) = =1 ° (2.7.134)

o) 2 T

09 (@) = -
On vérifie alors que 6(z) est solution de I’équation :
1

72



avec f(z) =3+ 14+In(l+z)—3In2— 3 —In(l +2)+ 2In2 = 1. De plus #(0) = 0 et (1) = 0, donc

Ap0;, = by,. On a donc :

1 1
max | 2( 0i—1+20;, — 0i+1) +

1<i<n 2h(1 + lh) [0:1]

et comme supjq, 0] =1 et Sup[o,1 0] =1, 0ona

1 1 h?
e 17 (F0im1 4260 = 6ia) + 2h(1 + ih) (b = 0i-1) =1l < 7.

h2
4.b On a d’aprés la question précedente que : max [(ARBr) — fi] < o avee fi=1, et donc :
<i<n

h? h?
— < (Apfp); — 1< —
7 < (Anbr) 1
ce qui entraine
h2
= (Apbp); > 1— T
4.c Par définition de la norme on a :
| B
Bl = sup = sup |1 Bi
” H le(l, ,N Z v

et comme A;l est une matrice positive, on a :
—1
A4 Moo = sup E
1€(1;5N)

On se donne ) .
=(1—-=h?%.;1—-h?
( 4 ) ) 4 )’

et on note d = A,:lv on a donc Apd = v. D’aprés la question 4b on a :
(A;,Hh) > V4, VZE( ,N)

ce qui peut encore s’écrire :
A0y — A5 M) > 0.

Par conservation de la positivité (question 3), on en déduit que
O — A, v >0,

soit encore 1
(0n)i > (1 — th)(Agle)i avec e = (1,...,1)
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1

Ore>0,4,"'e>0,et 1 —1h? > 0. On en déduit que (4; 'e); < T
't

(01)i, soit encore :

- _ 1
147 elloe = 1145 oo < 1_—W|\9hnm.

La fonction 6 est continue et bornée sur [0;1]; il existe donc K tel que [0(x)| < K. De plus 75 < 3.

On en déduit que
47 Moo < M, (2.7.135)

avec M = %K.

5. Dans la question 2, on a montré que le schéma est consistant d’ordre 2 avec la majoration suivante :
h2
IR oo < — | sup [[u®]| + 2.sup ||u®||
12 [0;1] [0;1]

Soit 4 = (u(z1),...,u(zy))" le vecteur dont les composantes sont les valeurs de la solution exacte aux
points de discrétisation. Par définition, on a :

Apup — Ap = by, — (bh + Rh),
et donc Derreur de discrétisation vérifie :
en =u—uy, = A 'R (2.7.136)

Pour montrer la convergence du schéma il suffit de montrer que e;, tend vers 0 avec h. Ceci se déduit de
la stabilité du schéma ainsi que la consistance. De (2.7.136), on déduit :

lenlloo = 145 R oo < 145 o 1R llc0

et done, gréce a la stabilité (2.7.135) et la consistance (2.7.132), on obtient : |lex||s < K h?%, ce qui prouve
la convergence.

Corrigé de ’exercice 7 page 49 (Non consistance des volumes finis)

Par développement de Taylor, pour i = 1,..., N, il existe & € [x;, z,41] tel que :

1 1
w(zis1) = w(@i) + hipug(z) + §hf+%um(x7;) - gthr%umxm(&i),

et donc
1 hips+hiy .
K3
ou |p;| < Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisieme de w. Il est facile de voir que, en général, R;,
ne tend pas vers 0 lorsque h tend vers 0 (sauf dans des cas particuliers). En effet, prenons par exemple
J =1, hi = h pour i pair, h; = h/2 pour i impair, and z; = (2,412 +¥;_1/2)/2, pouri =1,...,N. On
a dans ce cas v’/ = —1, v/ =0, et donc :

1 1
R; = v si ¢ est pair, et R; = +§ si ¢ est impair.

On en conclut que sup{|R;|,i=1,...,N} 4 0as h — 0.
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Corrigé de ’exercice 8 page 49

Par développement de Taylor, pour i = 1,..., N, il existe ¢; € Ty 1, i i € [, xi+%] tels que

wW(is1) = w@igy) + (@ir1 — 2y )W (@4 1) + 3 (@1 — 24 1) (@41) + §(@ie1 — 241)%u" (0),

(@) = w(@igy) + (@ — Ty )0 (@) + 21— 0 )P0 (i) + L — )P (),
Par soustraction, on en déduit que :

1 -
w(@itr) —u(@;) = (w1 — xi)u'(z541) + (@it = 20)(Tis1 + i — 22, )" (1) + Pigys

- 1
Pivy = (@i =2 ))*0"(&) = (w0 — @i ) *u" (1))

w(witr) — u(x;
et donc, en posant Fi”:r 1= —%, on obtient apres simplifications :
2 i+%

Fy = —u(@y) =5

1 5 |:a:‘1'+1 +$¢—2$i+%:| u”(xiJr%)_'_piJr%

avec < Ch% ot h= max h; et C ne dépend que de u'.

i=1,...,

Pit+d

5 5 o — Zit1+Ti * !
Dans le cas ot x;, 1 = ==5—, on a donc ’Fi+% +u ($i+%

2.

1
Dans le cas général, on peut seulement majorer 3 (3%4-1 + @y — 21, 1 ) par h, on a donc un flux consistant
d’ordre 1.

< Piyset donc le flux est consistant d’ordre

Corrigé de I’exercice 9 page 49

1. On se donne une discrétisation (z;);=1,... ~ de l'intervalle [0, 1], de pas constant et égal & h. On écrit
Péquation en chaque point x;, et on remplace —u’(z;) par le quotient différentiel habituel. En appelant

u1,...,un les inconnues localisées aux points z1,...,x N, et ug, un4+1 les inconnues auxiliaires localisées
en x = 0 et x = 1, on obtient les équations discretes associées aux inconnues ¢ = 1,..., V.
1

ﬁ(Qui — U] — ui+1) + ciu; = fi,

avec ¢; = c(x;) et fi = f(x;). Il reste a déterminer ug et uy,1. Ceci se fait en approchant la dérivée
1 1
u'(0)( resp.u/(1)) par 7 (u(z1) —u(0)) < resp.— (u(l) — u(xN)>
, 0

h
Comme u/(0) = 0 et w/(1) = 0, on obtient donc que ug = uy et un+1 = un. Le schéma différences finies
s’écrit donc :

1

ﬁ(m —ug) +cruy = fi

1

ﬁ(QUi —Uim1 — Uip1) FCius = fi, i=2,...,N -1,
1

ﬁ(uN —un_1) +cnun = fN.
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2. On se donne un maillage volumes finis, et on integre I’équation sur chaque maille, ce qui donne le
schéma,

Fi+é —Fi_% =hifi,i=1,...,N,
ol Fi+% est le flux numérique a l'interface Tip1. Pouri=1,..., N —1, ce flux numérique est donné par
Ui+1 — Uj

K3

[N

Pouri =0eti= N +1, on se sert des conditions de Neumann, qui imposent un flux nul. On écrit donc :

Fi = Fy,1=0.

=
=

Corrigé de I’exercice 10 page 49

1. La discrétisation par différences finies donne comme i-éme équation (voir par exemple exercice 9 page

49 : 1
ﬁ(2ui — Uj—1 —uiﬂ)—i—ciui = fi, i=1,...,N.

Il reste donc a déterminer les inconnues ug et un1 al’aide de la discrétisation des conditions aux limites
)
qu’on approche par :

U1 — Up ~
T—!—a(uo —u) =0,
UN+1 — UN ~
— +aluysr —u) =0
ol ug et uny1 sont les valeurs approchées en xp et xny1, on a donc par élimination :
B
ug=——(au——) et uyr1 = —— (qu+ — ).
a— % h * o+ % h

Ce qui termine la définition du schéma.
2. Par volumes finis, la discrétisation de ’équation s’écrit

:hifiai:]-a“'va

17—

Fipy —Fiy
et les seuls flux “nouveaux” sont encore I/ et Fiy 1 qu’on obtient a partir de la discrétisation des
conditions aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manieres.

On peut, par exemple, discrétiser la condition aux limites en 0 par :

~ Uy —u
Fijs 4 aug —u) =0, avec Fy /o = %
2
K . ihy +2 . .
On a ddans ce cas : —a(ug — ) x 71 = —uy + up, d’oll on déduit que ug = %;74;;17 et qui conduit
aly

a l'expression suivante pour F/; :

(07

— Y (2% — @) — ald).
ah1+2((u1 u) — ahi)

Fi) =

Le calcul est semblable pour Fiy1/2
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Corrigé de I’exercice 11 page 50
1. On integre (2.5.83) sur une maille [z;_1/2,%;11/2] et on obtient :
Tit1/2
—u/(@i41/2) + ' (2521 )2) + alu(@ig1/2) — u(@ioq/2)] + b u(x)dr = bhy f;. (2.7.138)
Ti—1/2

Pour justifier le schéma numérique proposé on remarque que :

1
w(iv1) = w(Tiy1y2) + (Tiv1 — Tipry2)uw (Tig1y2) + 5 (@it = Tiy12)°u (&), avec & € [Tiy1/2, Tit1),

et de méme

1
u(x;) = u($¢+1/2) + (v — $i+1/2)ul($i+1/2) + 5(337 - $i+1/2)2U”(%), avec v; € [33@‘71/27331:],

dont on déduit :
1
w(ziy1) — (i) = by U (i1 2) + 8( 2ou/ (&) — hiu ().

De plus en utilisant le fait que z; est le milieu de [z;_; /25 Tig1 /2] on a (voir démonstration plus loin)

i+1/2 1
/ udx = u(z;)h; + Ve "(a;)h3 (2.7.139)

i—1/2

D’ou le schéma numérique.
Démontrons la formule (2.7.139). Pour cela il suffit (par changement de variable) de démontrer que si
u € C?(IR), alors pour tout o > 0, on a :

« 1
/ udz = 2au(0) + gu”(ai)a3. (2.7.140)
Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec reste intégral, qu’on obtlent en remarquant que si
on pose p(t) = u(tz), alors ¢'(t) = zu(tx), et ¢"(t) = z?u”(tx). Or p(1) fo ¢/ (t)dt, et par

inégration par parties, on obtient donc :

P1) = ¢(0) + ' 0)+ [ (01~ t)as.
On en déduit alors que .
w(x) = u(0) + zu'(0) + /0 2 (tx)(1 — t)dt.

En intégrant entre —« et «, on obtient alors :

/a w(x)dr = 20u(0) + A, avec A = / 20 (tz) (1 — t)dt da.

—Q

Comme la fonction u” est continue elle est minorée et majorée sur [—a, a]. Soient donc m = minj_q ) u”
et M = min|_, o u”. Ces deux valeurs sont atteintes par u” puisqu’elle est continue. On a donc
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v ([~a,a]) = [m, M]. De plus, la fonction (z,t) — z2(1 — t) est positive ou nulle sur [~«, a] x [0,1]. On
peut donc minorer et majorer A de la manieére suivante

1 1
m/ z2(1 —t)dt dnggM/ z2(1 — t)dt da.
0 0

Or fol 22(1 — t)dt dz = %oﬁ. On en déduit que %a:}m <AL %oﬁM, et donc que A = %oﬁ’y, avec
v € [m,M]; mais comme u” est continue, elle prend toutes les valeurs entre m et M, il existe donc
B € [—a,a] tel que v = u"(5), ce qui termine la preuve de (2.7.140).

2 (a). On multiplie (2.5.85) par u; et on somme pour ¢ = 1,..., N. On obtient apres changement d’indice
que
i=N (in —u)? i=N i=N
_ = (qu — ui)Q +b Z u?hl =0.
par SR URSYE 23 i=0

Ce qui donne u; = 0 pour tout i = 1... N, d’ou en mettant le schéma sous la forme matricielle AU = B
on déduit que 'application linéaire représentée par la matrice A est injective donc bijective (grace au fait
qu’on est en dimension finie) et donc que (2.5.85) admet une unique solution.

3 (a). Evident.
(b). On pose R = AU — B. On a donc R; = Rgl) + REQ), avec

1 Uil — U Ui — Uj—1
0 (B ) (S5 )]

R = ,%[(m —w(@is1)2) — (i1 — u(@i41)2)))-

De plus on remarque que

IS BV 1 1 1
Ui = 3 udxr = U($i+1/2)_Eu/(xiJrl/Q)hi"'6“”($i+1/2)h?—ﬂu(B)(di)h? avec d; € [T;_1/2, Tit1/2],
tJITi12
_ L [eree L, Loy 2 1 @3 3
Ui41 = h—+1 udx = u(xi+1/2)+§u ($i+1/2)hi+1+gu (xH_l/Q)hH_l—ﬂu (5i)hi+1 avec (Si S [$i+1/2,$i+3/2].
? Tit1/2

Ce qui implique que :

Ujar1 — Uj 1 1 1
—=—— = W (@ig1/2) + g“”(xiﬂ/z)(hwl —hi) + BY1 e

(w602, + u ()b
hiv1/2

et donc
l |:774i+1 — U _ ul(xi+1/2):| = S7 + Kiv
h; hiy1/2

avec

1, hit1 ! !
) = e, 1)+ gyl < Chet K| = | —
5= g ey (522 1) gl < Ot 1 it

W@ @2, +u®(@)ni] | < Cn,
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ou C ne dépend que de u. De plus si on pose : L; = hi(az — u(2i41/2), par développement de Taylor, il

existe C' ne dépendant que de u telle que |L;| < Ch. Finalement on conclut que |R§1)| =|—-5;+Si1| <y
et [R”| = | = K; + Ki1 +a(L; — Li_1)| < Cah.

4. Reprendre les résultats précédents. .. Pour |R; /2| < Ch reprendre calcul du 3 |R; 41 /2| = |hi(—S; —
Ki + L)l

5 (a). On pose e; = 4; — u;. Cette définition implique que e; est solution du systeme (2.5.92)-(2.5.94).
(b). Un calcul similaire & celui de la question 2. donne que

N i=N (e ) a =N =N
i1 — € 2
b E hie; + E o + 5 (eit1 —e€i)” = E Ri1/2(eiv1 —e;)
1 i=0 i+1/2 i=0 i—0

D’ou en utilisant le fait que
ah < h; < Bh et U'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

1 =N i=N /2 sien 1/2
h (ei1 —€;)° < ( (€it1 — 61)2> <Z R?+1/2>
; ; =0

=0 =0
i=N 1
et en utilisant (2.5.91), et le fait que Z h; = 1 entraine N < —5on déduit :
«a
i=0
i=N
(ei41 —€1)° < Clghg-
i=0 @
j=i—1
En remarquant que e; = Z (6]‘+1 — ej) on a pour tout 0 < ¢ < N que
j=0
Jj=t 1/2 3 1/2
lei] < (€j41 — €j)2 it/? < (C’1 ah?’) N1/2
j=0

et donc |e;| < Vglﬁh, pour tout 0 <7 < N.

Corrigé de I’exercice 14 page 53
On note (z,y) les coordonnées d’un point de R

1. En multipliant la premiecre équation de (2.5.100) par ¢ et en intégrant par parties, on trouve, pour
tout p € C1(Q) t.q. p =0 sur I :

/QVu(x,y) -Vo(x,y) d:vdy—i—/gk%gp(x,y) dx = /Qf(x,y)ga(x,y) dxdy. (2.7.141)

On suppose maintenant que f < 0 sur 2. On se donne une fonction ¢ € C*(IR,IR) t.q. :
si s <0,

207
P(s) >0, sis>0.
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(On peut choisir, par exemple, ¢)(s) = s pour s > 0 et 1)(s) = 0 pour s < 0) et on prend dans (2.7.141)
@ =1 ou. On obtient ainsi :

[ ¥t [Vute ) dody+ [ 58w gotute s = [ feg)otute.y) dedy 0. (27.142)
Q Q Q

En notant G la primitive de ¢ s’annulant en 0, on a : gG(u(x, y)) = Y(u(z, y))?(m, y). Comme u =0
x x

sur 02, on obtient donc :
ou 0
[ #5etwtate. ) dody = [ k3 Glulw,y) dudy = | KGulw,g)ns dyfp) =0,
Q 8$ Q 8x a0

ol n, désigne la premieére composante du vecteur normal n a 9Q extérieur a 2, et dy(z,y) le symbole
d’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur 9. De (2.7.142) on déduit
alors :

[ ¥t Vute ) dedy <o,

Q

et donc, comme 9’ > 0 et que la fonction (z,y) — ¢/ (u(z,y))|Vu(z,y)|? est continue :
V' (u(z,y)) | Vu(z, y)]* = 0,¥(z,y) € Q

Ceci donne aussi B
Vip(u(z,y)) = 0,V(z,y) € Q.

La fonction 1 o u est donc constante sur €, comme elle est nulle sur 952, elle est nulle sur €2, ce qui donne

u <0 sur )

2. On s’intéresse ici a la consistance au sens des différences finies. On pose donc
;. = u(ih, jh) pour i,j € {0,..., N + 1}>.
On a bien @, ; = 0 pour (i,j) € 7, et pour (i,;) € {1,..., N}?, on pose :
Rij = agti;j — artli—1,; — Golliq1,; — 3551 — G4ty j41 — [ij-

On rappelle que u est solution de (2.5.84), R; est donc lerreur de consistance. Dans le cas du schéma [I]

on a :
2055 — Uig1j — Uim1yj | 2Uij — Uiy — Uij—1 Uit1,j — Uiz1,
> > > > k > o
n? - 2 - oh fi
Comme u € C*(9), il existe &; €]0,1[ et n;; €]0,1] t.q.

Rij =

20%u, . . 39w 194y, '
gﬁ(zhdh) + E%(Zh,jh) + ﬂ%(lh + fijh,]h)
= _ 811, 3 . h2 82u . . h3 BU, ) ) 4 a4
Uiy = Wig = h (i, jh) + - 55— (ihy jh) — <=5 (ih, jh) +

On obtient des formules analogues pour ; j4+1 et 4; -1, et on en déduit

ou, ., .
Uit1,j = Ui 5 + h%(lh,]h) +

u, . .

2 2 h2

h h
|Ri7j| < EHU’I"I"I"I‘”DO + E”uyyyy”oo + kFHuMTHOO
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Ot ||Uszze|/oo désigne la norme uniforme sur 2 de la dérivée h2 de u par rapport & = (notations analogues
pour [[tyyyylloo €t || Uzazlloc). On obtient finalement

|Rij| < C1h?,
ot C7 ne dépend que de u et k. Comme pour h petit, on a h?> < h, on en déduit que schéma [I] est donc

d’ordre 2.
Pour le schéma [II], on a :

2ij = Wigr,g — Uiy | 2y~ Uigin — i1 g Uiy — Uiy —fu
h? h? h "

Rij =

D’ou 'on déduit )
h kh
|Rij| < E”UMMHOO + E”uwvy”oo + 7”“9696”007

et donc
|Rij| < Cah
ot Co ne dépend que de u et k. Le schéma [II] est donc d’ordre 1.
3. Dans le cas du schéma [II], la famille des w;;,i,j € {0,..., N + 1} vérifie :

% (wij — wi+17j)—|—<% =+ %) (’LUU — wi_m) h12 (’LUU w1'7j+1) }32 (ww wi,j—l) < O,Vi,j c {1, .. .,N}
On pose M = max{w; ;, (i,j) € {0,..., N+1}?*} et m = max{w; j, (i, ) € v}. Noter que v = {0,..., N+
132\ {1,...,N}2 On a bien siir m < M et il reste donc & montrer que M < m. Soit A = {(i,j) €
{0,...,N +1}?,w; ; = M} et soit (i,7) € A tel que ¢ = max{i, (i,j) € A} et j = max{i, (i, j) € A}. On
distingue deux cas :

1. Siie{0,N+1}ouje{0,....N+1},onaalors (i,j) €y et donc M = w; ; < m.

2. Sinon, on ai & {0, N+ 1} et j & {0, N + 1}, et donc (7,5) € {1,..., N}2 On en déduit que :

RS EN [—

e (55w g 40) + g (w5 w5 1) <0
ce qui est impossible car w; ; = M et donc
Vij T ij-1=
Wi T w5412 0
Wi T wi—1,720
Wi T Wi, >0

noter que la derniere inégalité est bien stricte car (i + 1, j) ¢ A (c’est l'intérét du choix de 7). On a
donc bien montré que M < m.
Dans le cas du schéma [II], sionai & {0, N + 1} et j & {0, N + 1}, et donc (i,5) € {1,..., N}? le méme
raisonnement que celui du schéma 1 donne :

(= 0) (o7 =i 1,7) + G ) (v - v -1.5)
1

1 - . o —
+ﬁ(%j %J+1)+m Yij T, -1
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1
On ne peut conclure a une contradiction que si — e > 0. Le schéma [II] vérifie

wij < (gl;)iév(wk,é) Vi,je{l,...,N}?

lorsque h vérifie la condition (dite Condition de stabilité) :

2
h<Z (2.7.143)

Bl

4. La fonction ¢ vérifie

et donc —A¢p + k% = —1. On pose maintenant ¢; ; = ¢(ih, jh) pour 4,5 € {a,..., N + 1}* (Noter que ¢
ne vérifie pas la condition ¢; ; = 0 si (4,7) € v) Comme ¢y = Puze = Graze = Gyyyy = 0, les calculs de
la question 2 montrent que pour les schémas [I] et [II],

agQi; — a1Pi—1,; — Q2Pit1,; — A3P; -1 — Q4P j41 = —1

pour i,j € {1,...,N}2.
En posant w; j = u; j + C¢; j pour (1,5) € {0,...,N +1}? (et U solution de (2.5.101)) on a donc

QWi j — A1Wi—1,j — GoWit1,j — A3W; j—1 — aaW; ;41 = fi; —C Vi, je{l,...,N}

On prend C = || f||oo, de sorte que f; ; — C < 0 pour tout (i,7) pour le schéma [II] et pour le schéma [I]
avec h < 2/k, la question 3 donne alors pour (i,5) € {1,..., N},

Q

w;; < max{wye, (k€) € v} < 3

1
car u; ; = 0si (i,7) € v et —mgxgﬁ =3 On en déduit pour (i,j) € {1,..., N}?,

C
wiy < 5 = 2l
Pour montrer que —w;; < %||f||oo, on prend maintenant w;; = C¢p;; — u; ; pour (i,5) € {0,..., N +1}2,
avec C' = || f|loo- On a donc
AOW;j — QIW;i—1,j — QoWit1,j — A3W; j—1 — @aw; j41 = —C — f; ; <0,Vi,5 € {1,...,N}.

Ici encore, pour le schéma [I1] ou le schéma [I] avec la condition i < 2, la question 3 donne

C
w;j < max{wye, (kl) € v} = 3
C 0
donc u;; > 5 = ”f” pour tout(i,j) € {1,..., N}2 Pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la
2
condition h < e on a donc :
1
1Tl < Sl flloo- (2.7.144)
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Le systeme (2.5.101) peut étre vu comme un systeme linéaire de N2 équation, & N2 inconnues (qui sont les
u;; pour (i,7) € {1,...,N}?). Si le second membre de ce systeme linéaire est nul, 'inégalité (2.7.144)(I)
prouve que la solution est nulle. Le systéme (2.5.101) admet done, pour tout f, au plus une solution. Ceci
est suffisant pour affirmer qu’il admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. pour (i,5) € {0,..., N + 1}2 on pose
eij = u(ih, jh) — u; ;.
On a donc, pour les schémas [I] et [II], avec les notations de la question 2 :
ap€ij — 16,1, — A2€i11,j — A3€; j—1 — A€ j41 = Rij, Vi,je{l,..., N}2.

avec les questions 2 et 4, on a done, pour le schéma [I], si h <

NN

o 1
max{|e;;l, (¢,7) € {1,.. .,N}2} < 501h2’

ou C et Cy ne dépendent que de u et k (et sont données a la question 2). Les 2 schémas sont convergents.
Le schéma [I] converge en “h?” et le schéma [II] en “h”.

6. Le schéma [1] converge plus vite mais a une condition de stabilité k < #. Le schéma [II] est incondi-
tionnellement stable.
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Corrigé de I’exercice 15 page 54

1. On a vu au paragraphe 2.3.4 page 27 que si o est une aréte du volume de contréle K, alors le flux
numérique F , s’écrit :

U — UK

FKa:)\i m(o)

dK,U
On cherche a éliminer les inconnues auxiliaires u,. Pour cela, si o est une aréte interne, o = K|L, on
écrit la conservativité du flux numérique :

FK,o’ = _FL,O'y

Ce qui entraine, si ¢ n’est pas une aréte de l'interface I, que :
U — UK Ug — UL
YT o) = A Lo T

dK,U dL,o’

1 1 UK uy,
te (dK,U * dL,U) N dK,U * dL,O',

m(o)

On en déduit que

soit encore que

" _diodre [ Uk L
a7 d” dK,a dL,U .

Remplagons alors dans (2.7). On obtient :

dr.s [ ux ur, UK
F o = )\i 2 —
B ( da (dK,(T i dL,U) dK,17>

)\i dL,(T dL,(T UK)

UK + UL — UK —
o dK,(T dK,U

On obtient donc finalement bien la formule (2.3.49).

2. Considérons maintenant le cas d’une aréte o C I'y UT'3, ou 'on a une condition de Fourier, qu’on a
discrétisée par :

FKJ = —m(O’))\ii = m(O')Oé(ua - Uemt)-

Ug = — AUy
o+ Ai dK,(T K

On a donc

dr,o

On remplace cette expression dans I’égalité précédente. Il vient :

m(o)a )\i )\i
FK,O’ =\ <—uK + QUezt — QUexrt — 7 Uezt |
o+ dKLa dK,U dK,U

Ce qui, apres simplifications, donne exactement (2.3.50).

84



3. Considérons maintenant une aréte o = K |L appartenant a I'interface I. La discrétisation de la condition
de saut de flux sur I. S’écrit :

Fito + Fro = [ 8(@)dy(w) = m(0)t
Supposons que K (resp. L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp. A2). En remplagant Fi , et

F, - par leurs expressions, on obtient :

- )\gm(a)% = m(c)0,.

_)\im(a)uad;iw

A A2 AMug  Aaur
u = — 05 .
7 (dK,(T N dL,(7> ( dK,(T N dL,U 7
En remplacant u, dans I’expression de F ., on obtient :

()\1'LLK I )\Q'LLL )\1UK AQ“K)

On en déduit que

m(o) e
dK,U dL,U 7 dK,U dL,U

1
Frg o, = 17 n

dr,o

dK,(T 22

d

En simplifiant, on obtient :

m(o)\

Fig=—— 0P
K Mdp.o + Aodk o

(Aour, — Aouk —dr 05,

ce qui est exactement (2.3.52). On obtient alors I'expression de Ff, , :
FL,U - m(a)ea - FK,o’y
ce qui donne, apres simplifications :

Aomn(o)

Frg=——">"————
o AMdr,e + Adk o

Nea [Al (UL - U,K) + dK,(TH(T] .

On vérifie bien que Fio + Fr » = m(0)0,.

4. Le systeme linéaire que satisfont les inconnues (ux)xenm s écrit
AU =b

ave U = (uk ) ke7- Pour construire les matrices A et b, il faut se donner une numérotation des mailles. On
suppose qu’on a n X 2p mailles ; on considere un maillage uniforme du type de celui décrit sur la figure 2.3
page 28 et on note h, = % (resp. hy = %) la longueur de la maille dans la direction z (resp. y). Comme
le maillage est cartésien, il est facile de numéroter les mailles dans 'ordre “lexicographique” ; c’est-a-dire
que la k-itme maille a comme centre le point @; ; = ((i — 5)ha, (j — 3)hy), avec k = n(j — 1) + 4. On
peut donc déterminer le numéro de la maille (et de I'inconnue associée) k & partir de la numérotation
cartésienne (7, j) de la maille.

k=n(G—-1)+1i

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, on a pour tout K € 7 : m(K) = hyhy,
pour toute aréte intérieure verticale o : dy = hym(c) = hy et pour toute aréte intérieure horizontale,
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de = hy et m(o) = h,. Pour chaque numéro de maille, nous allons maintenant construire I’équation
correspondante.

Mailles internes it = 2,...,n—1;7=2,...,p—1L,p+1,...,2p— 1.

L’équation associée a une maille interne K s’écrit

Z FKJ,— = m(K)fK

cEEK
Avec Pexpression de Fk , donnée par (2.3.49), ceci amene & :

h

he h y
.

T ha:

1) = hahy fr,
hy — he hy tett + k1) vl

avecm=1sij<p—letm=2sij>p+1.

Mailles du bord T'y Les mailles du bord T's sont repérées par les indices (n,j),j=2ap—1,j=p+1a
2p — 1, (on exclut pour Uinstant les coins).

L’équation des flux est la méme que pour les mailles internes, mais le flux sur la frontiere I'y est nul. Ceci
donne :

h h h h
Am 2= 2 _)\m_w —n n _)\m_y —1=hgzh )
( hy + hm) Up hy (Uk—n + Uktn) 1 yJk
aveck=n(j—1)+n,j=2ap—1,j=p+la2p—letm=1sij<p—-1m=2sij>p+1.

Mailles de bord I'y Les mailles du bord I'y sont repérées par les indices (1,5),7 =2ap—1,7=p+1a
2p — 1. Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur une aréte de I'y, le flux F , est donné par :

Fro = —Am Jo — UK m(o)
dK,U

avec g, = % / 9(y)d(y).

D’ou on tire I'équation relative & la maille k =n(j — 1)+ 1,7 =2,...,p—L,p+1,...,2p—1 :

Iy h hy h h
)\m (2h_y + 3h_Z) U — )\mh_y(ukfn + ukJrn) - )\mh_zukJrl - ha:hyfk + 2h_z>\mgja

avec gj =go, et m=1sij<p—-1,m=2sij>p+1

Mailles du bord I'y UT'3 Pour j = 1, ou j = 2p,i = 2...n — 1. On tient compte ici de la condition de
Fourier sur la maille qui appartient au bord, pour laquelle ’expression du flux est :

aXpm(o)

Fro,= — Uext)-
s )\m + adK,a (UK “ t)
am(o)

Pour une aréte o horizontale, on note : Cpy = ——————
Am + OédK,a

. Notons que Cp est égal a

20h,

Cp=-——"2_
T oN, fahy,

Notons que ce coefficient ne dépend pas de o.
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Les équations s’écrivent donc :

A1 ( Pt h + CF) up — >\1Z—§uk+n - )\1%(uk+1 +uk—1) = hahy fr. + MCFrueqt,
k=2,....,n—1,

A2 (2;1’ + Z—z + CF) up — Ao j= LUk—n — /\QZ_Z('Ufk-H +ug—1) = hahy fr + XaCrucgt,
E=2n(p—1)+2,...,2np — 1,

Mailles des coins extérieurs : Il suffit de synthétiser les calculs déja faits :
e coin sud-est : © = 1,5 = 1,k = 1; un bord Dirichlet, un bord Fourier :

3hy  hg hy hy 2h
A — +C — AUz — A nt1 = hah MCpuegt + —2\
1(hm +hy+ F) 1th2 1hyu +1 o1+ M Cruey + I 191

e coin sud-ouest : i = 1n,j = 1,k = n; un bord Fourier, un bord Neumann :
hy | ha hy ha
M2+ =24Cp )\1 un 1— Ao—u2n = hahy fn + M Cruegy
ha — hy hy
e coin nord-ouest : ¢ = 2n,j = 2p, k = 2np.

On a encore un bord Fourier, un bord Neumann, et ’équation s’écrit :

hy  hy h, ha
Ao (h—y + CF) Uanp = Ao g Uznp—1 = A2 7=  Uen(p=1) = hahy fonp + AoCpticar
T Y T

e coinnord-est : i =1,j=2p k=n(2p—1)+ 1 un bord Dlrlchlet, un bord Fourier :

3h, hy h, ha 2h,
A2 < W L4 h_ + CF) up — /\Qh_Juk+1 )\2 (Uk n = hahy fi + MoCruezs, + h_J/\ng-
T y T T

Interface L’expression du flux sur une aréte de I’ mterface est donnée par (2.3.52). On pose, pour chaque
aréte o de l'interface,

m(o)
A1dL,(T + )\QdK,(T .

Notons que dans le cas du maillage uniforme considéré, ce coefficient est égal a :

SI,o =

2hy

e ()‘1 + /\Q)hy7

et qu'il est indépendant de l'aréte o. Tenant compte de ce flux, on obtient, pour k = n(p — 1) +i,i =
2,...,N—-1

2h hy h hy hy h
A1 Y4+ 24 S e A - A hen — A n=hzh A 29,
< » + h + 251> Up 1hmuk+1 1h Ug—1 lhy 151U+ ofw + St 5

0 = / )i (@)
1

Et de méme, pour k =np+i,i=2,...,N —

avec
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2h,  hg h h ha h
A1 < h; + h_q, + /\151> up — /\zh—zuk+1 - )\Qh_zuk—l - )\Qh—yuk+n) — X2 STUp—pn, = hyhy fr + )\25173’91'-

Il ne reste plus qu’a traiter les coins des interfaces.
ei=1,7=p k=mn(p—1)+ 1. Dirichlet sous l'interface

2h

3hy  hy h hy h,
A b = 4 Xasy ) up — A 21 — )\1 Ukt — M STUR+n = hohy fr + A1S1—=20; + =2 \1g;
he | Ty he Iy 2 ha
ei=1,j=p+1 k=np+1, Dirichlet, dessus de l'interface
3h hy h hy h 2h
A2 ( hmy + hy + )\151) U — >\2h—zuk+1 Ao — hy Uktn — A281Uk—n = hahy fi + )\2517y9i + chy)qgj

ei=n,j=pk=n(p—1)+ n. Neumann, sous l'interface.

h hy h, R h
A1 (h_z + h_y + )\281> U — /\1h—:u1€—1 — /\1h_yUk—n — N S1Ukn = hahy fr + /\15[7/97:

ei=n,j=p+ 1,k =np+n, Neuman, dessus de l'interface

hy e h ha h
A2 <h_z + h_y + )\151) up, — )\Qh_zuk—l - )\Qh_yuk-i—n — XoS1Ug—pn = hahy fi. + )\25171197:-

On a ainsi obtenu 2np équations a 2np inconnues. Notons que chaque équation fait intervenir au plus 5
inconnues.

Corrigé de I’exercice 16 page 54

1. Le probleme complet s’écrit :

—div(p;Vo)(x) =0, ze€Q;, =12
Vé(z) n(z) =0, xzeTUT,
11 V() - n(x) dy(z) + / 12V () - n(x) dy(x) = O,

¢2(ﬂ?) ~$y(x)=0, Vzel,
—(uVe-m)la(z) — (uVe-n)|1(x) =0, Vrel.

2. On se donne le méme maillage rectangulaire uniforme qu’a I'exercice précédent. On note ¢x l'inconnue

associée a la maille K (ou ¢y si on la référence la maille K par son numéro k = n(j—1)+i,oui € {1,...,n}
et j € {1,...,2p}. Pour une maille intérieure, ’équation obtenue est la méme que (2.7) en remplagant
Am DAL oy,

Etudions maintenant le cas d’une maille proche de l'interface. Comme indiqué, on va considérer deux
inconnues discretes par aréte de linterface. Soient K et L ayant en commun Paréte o C I, K est située
au dessous de L. Les équations associées a K et L s’écrivent alors

Y Fxko=0et Y Fr,=0.

(TG&K Ue&L
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Pour les arétes o € {x autres que o, le flux s’écrit de maniere habituelle

oK — dum

FK,U:MI d

, avec 0 = K|M.

- _ —ot N . . .
Pour l'aréte 0 =0, on a Fx,» = (11 ¢Kd o m(o) et Fr o = pio ¢Ld 2 m(o), ou les deux inconnues discretes

oF et ¢ sont reliées par les relations :

R Sy R

FK,U+FL,U:0-

On peut alors éléminer ¢} et ¢
deuxieme équation, on obtient :

; en utilisant par exemple ¢ = 1, + ¢, et en remplacant dans la

o

¢, — Ok +M2¢;+¢a—¢L

dK7(7 dL,U

—H1 = Oa

ce qui donne :

bo- = (’“ b + L2, — L2 w)

dr o + dr.o dK,(T dL,(T dL,(T
En remplagant cette expression dans les flux, on obtient :

H1p2

— 2 (pk — bL + 1o
/JfldL,(r'i‘/J'?dK,o’ (¢K ¢L w )

P’KJ7 = —P’L#7 = m(a)
On peut alors écrire I'équation discrete associée & une maille de numéro k située sous linterface (avec
k=n(p—1)+i, i=2,...,n—1). On pose :

Hip2 Hr
pidr.o + podie  do

(per est donc la moyenne harmonique pondérée entre p et p2). Notons que pour une aréte de I, dy = hy,
et m(o) = h,. L’équation associée a la maille k s’écrit donc :
h @

h +  prhe h ha Iy
o Ntz o e L
( Mlhm i hy hy )uk f hy (o1 + ti) = hyUk M hyUk+ Mhyw,

ou v; est le saut de potentiel a travers I'aréte o; de l'interface considérée ici. De méme, ’équation associée
a une maille k avec k =np+1i,i = 2,...,n — 1, située au dessus de 'interface s’écrit :
h h h h h h
2_y+ _I_|_ ) un — _yu7_|_u _ “Zu _ _wu7:_|_ b,

( - Mlhy /nhy k Mlhm( k—1+ Ukt1) Mlhy k+n /nhy k—n /nhydh
La discrétisation des conditions aux limites de Neumann sur I's et I'4 est effectuée de la méme maniere
que pour le cas du probleme thermique, voir exercice 15.
11 ne reste plus qu’a discrétiser la troisieme équation du probleme (2.7), qui relie les flux sur la frontiere
T'y avec les flux sur la frontiere I's. En écrivant la méme condition avec les flux discrets, on obtient :

" 2h, ~ 2hs
Y G = up ) e Y S (i — ) =0,
-1 i=1 Y
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ol : up,; représente 'inconnue discrete sur la i-eme aréte de I'; et pp,; I'inconnue discrete sur la i-eme
aréte de I's, et k(i) = n(p — 1) + 4 est le numéro de la maille jouxtant la i-eme aréte de I's.

Remarquons que tel qu’il est posé, le systeme n’est pas inversible : on n’a pas assez d’équations pour
éliminer les inconnues up; et ug;,% = 1...N. On peut par exemple pour les obtenir considérer une
différence de potentiel fixée entre I'; et I's, et se donner un potentiel fixé sur I'y.

Corrigé de I’exercice 17 page 55

On note || - [[2 = || - [[ 20,1 -
1) Pour n € IN*, on a

1 1
1 — cos(2 1

/sin2(n7rx)dx:/ de:_,
0 0 2 2

et
1 1 ro
/ |ug(x) sin(nrz)|de < |luol|2 (/ sin2(n7rx)dx> = EHu0||2.
0 0

La quantité a,, est donc bien définie et
lan| < ralluoll2

Pour tout ¢t > 0 et z € [0,1], on a

—n2r2¢?

e ap sin(nmx)| < 7"2||u0||267”2’r2t2 Vn € IN™.

27\'2t2

Ceci montre que la série E e " ap sin(nmzx) est absolument convergente et donc que w est bien définie

n>0
pour tout ¢ > 0 et tout = € [0, 1] et méme pour tout z € R.

On remarque ensuite que u est de classe C*° sur IR x IR’} , en appliquant les théoremes classiques de
dérivation terme a terme d’une série. En effet, soit £ > 0, pour tout x € IR et t > ¢ on a

—n?x2t?

‘e ap sin(nrz)| < 7“2||u0||26_"2”252,Vn € IN*

Comme (z,t) — e~ ™ q,, sin(nxt) est continue (pour tout n € IN*), on en déduit que u est continue
sur IR x|e, oo[, et finalement sur IR x]0, co[ car € > 0 est arbitraire.

Pour dériver terme a terme la série définissant w, il suffit également d’obtenir sur |e,co[xIR (pour
tout £ > 0) une majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série
convergente (indépendant de (z,t) € IRx]e,00[. On obtient cette majoration en remarquant que, pour
(x,t) € Rx]e, o0,

27T267n27r2t2

| —n ap sin(nmx)| < n27r267"2”2€27“2||u0||2

On montre ainsi finalement que u est de classe C! par rapport & t et que
uy(z,t) = Z —n2p2e T g, sin(nrz),x € R,t > 0.
n>0

En itérant ce raisonnement on montre que u est de classe C> par rapport a t sur IR x IR,
Un raisonnement similaire montre que u est de classe C°° par rapport a « sur IR x IR}, et que 'on peut
dériver terme a terme la série définissant u. On obtient donc aussi

Ugy (xt) = Z —n2r2e T g, sin(nrz),x € R,t >0,
n>0
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et ceci donne uy = g, sur IR x IR} et donc aussi un [0, 1] x IR} . Le fait que u(0,t) = u(1,t) pour tout
t > 0 est immédiat car sinnnt = sin0 = 0, pour tout n € IN*.

Il reste & montrer que u(.,t) — ug dans L2(]0, 1[) quand ¢t — 0.

On définit e, € L?(]0, 1[) par e, (z) = v/2sin(nmz). La famille {e,,,n € IN*} est une base hilbertienne de

L*(]0, 1)
On a donc :
N
Z an sinnmr — ug, dans L*(]0,1[), quand n — oo,
n=1
et -
> az = 2[|uoll3.
n=1

On remarque maintenant que

u(x,t) —up(x) = u(x,t) — u(N)(x, t) + u(N)(xt) — u((]N)(x) — u((]N)(x) — up(x),

avec
N
2 2,2 |
uM(2,t) = E ane” "™ U sin(nmx)
n=1
(N) E ap sin(nmx)
n

11 est clair que, pour tout N € IN*, on a u(N)(., t) — u(()N) uniformément sur IR, quand N — oo, et donc
uN () — u(()N) dans L?(]0, 1]).
Comme
i ]_ _ n27_r2 2 s N
fu(t) = a3 = 3 age ™ T < 3 adg = ful” —uol3 — 0
n=N+1 n=N+1
quand N — oo, on en déduit que u(.,t) — ug, gdt — 0, dans L?(]0, 1]).
2) On note w la différence de 2 solutions de (2.5.105). On a donc
w e C>([0,1] x R ,IR)
Wy — Wge = 0 sur [0,1] x IR7
w(0,t) = w(1,t) =0 pour t > 0
w(.,t) — 0, dans L?(]0,1[), quand ¢t — 0

Soit 0 < e < T < co. On integre 'équation ww; — wwy, = 0 sur |0, 1[x]e, T'[. En utilisant une intégration
par parties (noter que w € C*°([0,1] x [¢,T7]), on obtient :

1
%/ (a:T)dx——/ (¢ dm—!—// 2(z,t)dxdt = 0.
0

D’ou 'on déduit [|w(., T)|l2 < ||w(.,€)||2. Quand € — 0, on a [Jw(.,€)]|2 — 0, on a donc ||w(.,T)||2 =0 et
donc, comme w(.,t) est contenue sur [0,1],wX € [0,1]. Comme T > 0 est arbitraire, on a finalement

w(z,t) =0 vt € 10,1],Vt >0

Ce qui montre bien I'unicité de la solution de (2.5.105).
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Corrigé de I’exercice 18 page 55

1) La formule pour calculer u? est :

N +1 N+1
utl) = uo(ih’ 0)7 1= _—+ —+

5 g
Soit maintenant n € {0,...,M}. On a :
N +1 N +1
n+1 . .
u,; pour 1 5 5
uiH:ui +h2 (ui+1+ui71_2ui)a ZZ—T—i—l,...,—z —1.

2) On va montrer, par récurrence (finie) sur n, que :

N+1 N+1

N+1
SinE{O,...,M+1},iE{— }et iZ—T—i_—l—nalorsu?:O. (2.7.145)

5 g
T , ) N +1
Pour initialiser la récurrence, on suppose que n =0 et ¢ > - 1 On a alors
N +1 8
th> ——nr ——— =-2>-3
- 4 N +1

et donc uY = 0.

Soit maintenant n € {0,..., M}. On suppose que 'hypothese de récurrence est vérifiée jusqu’au rang n,
et on démontre la propriété au rang n + 1. Soit donc 7 € {—%, ceey %} tel que ¢ > —% + (n+1).

Alors :

fSii:%onabienuNH:O.

i
- Sii< %, les indices i — 1, i et i+ 1 sont tous supérieurs ou égaux a —% +n, et donc par hypothese
de récurrence,

2k k k

8

On a donc bien démontré (2.7.145). On utilise maintenant ’hypothese k& = h, ¢’est—a—dire ﬁ = N1

On a alors
N+1

e M l=2(M 1)+ M 1= (M +1) <0,

On en déduit que sin € {0,...,M + 1} et ¢ > 0, alors i > —% + n. On en déduit que u]' = 0 pour
nef{0,....M+1}etic {0,...,%}. On remarque alors que

N+1 N+1 N+1
max{|u£‘/[+1—ufw“|,ie{— ;— e ;_ }} Z!lamax{|uf‘/[+1|,i6{O,...,T—’—}}

> inf u(z,1) > 0,
(0,4]

et donc ne tend pas vers 0 quand h — 0.
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Corrigé de I’exercice 19 page 56

1. On admettra que la solution de (2.5.107) existe est qu’elle est assez réguliere. Soient M € IN* et
N € IN*, et soient k le pas de temps, choisi tel que Mk = T et h le pas espace, choisi tel que Nh = 1.
On applique un schéma d’Euler explicite en temps, et un schéma de différences finies centré en espace,
on obtient donc :

1 1 €
n+1 __ n n n n n
u; =k [k uj — 5y (uj+1 — uj_l) + 2 (uj+1 +ujq — 2uj) (2.7.146)
On tient compte des conditions aux limites et des conditions initiales en posant :
{ ug = Ui =0,
i =uo(jh).
On a, par développement de Taylor :
2 h3 h4
u(x + h,t) = u(z,t) + huy(z,t) + Eum(x,t) + FU(B)(x’t) + ﬂu(‘l)(a,t),
h? h3 h*
(@ = hyt) = u(@,t) = hug(z,8) + ka2, 8) = " (@,1) + ﬂu“) (8,1)

et
2

k
u(z,t + k) = ulx, t) + kug(z, t) + Eu“(x’ Tk), Tk € [t,t+ K]
De ces développements de Taylor, il ressort que I'erreur de consistance vérifie |R| < C(k + h?), out C ne
dépend que de u. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Cherchons alors les conditions pour que :
[ oo < [[6°|oo-

Par définition,
lu"]|oo = max |u |
Jj=1,...

On essaye d’abord de vérifier que : [[u" || < ||u”|\oo, c’est-a-dire :

n+1 n
P ™1 < PR 7,

On veut donc montrer que

max T < max u?

j=1,..,N J j=l.,N 9’

min «"™' > min u?

j=1,..N 7 j=1,..N I

On peut réécrire le schéma (2.7.146) :

W 2¢ek k ke " ek k
vgrEw g ) e (T T ) T ()

Posons :
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Supposons que k et h vérifient :

ce qui s’écrit encore :

on a alors :

h? 2h A2
et donc :
ML < M™.
Posons maintenant :
m’ = min u?
j=1..N

Si k et h satisfont les conditions (2.7.147), on obtient de la méme maniere

mn—i— 1 Z mn

On a ainsi montré que :
lu" oo < flu" oo

On a de méme :
[ [loo < "] oo-

lutlloo < [0 oo-

En sommant ces inégalités, on obtient :

lu™ oo < []u°]|oc-

(2.7.147)

Donc, sous les conditions (2.7.147), on a [[u" ™} < ||u™]|eo et donc ||u"]|e < [|u°||so, pour tout n =

1 N.

geeey

Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter de majorer 'erreur de discrétisation :

no_ n _ ,n
€j = Uj — Uy,

ou uf
On a donc, par définition de 'erreur de consistance,

1 —n —n 1 i i € i
E(ujH —uy) + %(uﬂ-l —uj_y) — ﬁ(_2u'

ou

R"| < C(k+ h?)
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ce qui entraine :
n+l _ _n N N () _ i ) n n n _ Rn
(€] ef) + 5 (ef —ej_q) hg( el +eiy +ej ) =Rj

soit encore : ot ) N A N
n+1l _ € n € j+1 € n n
e; —<1—ﬁ)ej+(—%+ﬁ)ej +<ﬁ+%>ej_1+kRj.

de méme que précédemment, on obtient sous les conditions (2.7.147)

5T < leMlloo + Clk + A2k
lefl < e Moo + Clk + h2)k
el < [1€¥loo + Ok + h2)k.

Et donc en sommant ces inégalités :
lelloo < llelloo + nCh(k + h?)
Siat=0ona e =0, alors :
" oo < CME(k + h2) = T(k + h2).

Et donc sous les conditions (2.7.147) on a ||€"|loo qui tend vers 0 lorsque k, h — 0, ce qui prouve que le
schéma est convergent.

Corrigé de I’exercice 20 page 56

1. Notons RE") Perreur de consistance en (z;,ty,). Pour le schéma (2.5.110), on a donc par définition :

—(n+1)  —(n)
() _ g -y 1 o=z(n+1)  S(n+1)  ~(n+1) —n+1
R = o+ (2 — Uy =gy )~
= R™ + Ry,
ol
artt —gn
= ZT7 — uy(xq, ty) est Perreur de consistance en temps
et 1
R = ﬁ(Qﬂ?—H — !t —al) — (use(2i,tn)) est lerreur de consistance en espace.

On a vu (voir (2.2.19)) que

Z— ()|, Vie{1,...,N}

Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2 :
2

k
Wi, tng1) = w(zs, tn) + kug + ?Utt(xiafn)
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iatn - iytn k
avec &, € [tn,tnt1]. Donc Wiy tngr) = ulis tn) — Uy = §utt(x7;,€n). Comme &, € [0,T], et uy admet

un maximum (& z; fixé) dans [0, 7] (qui est compact), on a donc

&

k
<= i)
< r[gfgfluﬁ(x, )l

Par conséquent,

2 84
a 4( 7tn+1) .

k
< - max|utt(xl, I —|—

|RY| = | Ry + By
2 [0,1) 01]

< |&r

+ ’R;l

Donc |R?| < C(k + h?) avec

1 1, 0%
¢ = 5 max st || Lo (0,17 x 0,773 6”8 2z ([0,1x[0,7]

Le calcul de Perreur de consistance pour le schéma (2.5.111) s’effectue de maniere semblable.

2. Le schéma (2.5.110) est complétement implicite alors que le schéma (2.5.111) ne I'est que partiellement,
puisque le terme de réaction est pris & Iinstant n. Le schéma (2.5.110) s’écrit : AU = U™ avec
Untt = (Ut UYL Ut = (U, UR) et

1+2\—k —A 0o ... 0
- 14+22—k —Xx . 0
A= 0
: 0
0 0 —A 1+2\—k

k
ou\= 77 Notons que par définition, A est symétrique. De méme, le schéma (2.5.111) s’écrit : BU" ! =

U™ avec
142X\ -1 0o ... 0
-1 142X 0
_ 1 0 1
1+ k
0 0 -1 142X
On a donc A = AAj, ou A, est définie en (2.2.15) page 13, avec ¢; = =5 1ok ot B = I%H A;, avec

c = % Dans les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la pr0p051t10n 2.2 page 13. Notons
que I'hypothese k €]0, 1] est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurer la positivité de ¢;.

3. Le schéma (2.5.111) s’écrit
(14 k)uf = uf ™ + Autt —ulf —ufh)).
On montre facilement par récurrence que max;—i,. N ugl < (1+k)"maxj=1 N ug, (voir preuve de la
stabilité L>° d’Euler implicite page 44) et que rlninNug.n) > (14 k)" min u'”. On en déduit que
i=1,...,

j=1,..,N 7

1™ oo < (14 K)"luo]l o
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Or (14 k)" < (14 k)T/* car kn <T. Or

(1+k)T7F =exp (%én(l + k;))

< exp(%k) =T

On en déduit le résultat, avec C; (T') = €. De méme, pour le schéma (2.5.110), on montre par récurrence
que :

™o <

(0)
< g Ol

Mais pour k €]0, af, avec « €]0,1[, on a :

ﬁgl—i—ﬁk,: avec (3 =

On en déduit par un calcul similaire au précédent que
(1 _ k)T/k < eﬂT7

T-a)

d’ott le résultat avec Co(T, ) = €77
4. Par définition de I'erreur de consistance, on a pour le schéma (2.5.110)

—(n+1)  —p _(n+1) —n+l _ o-—(n+1)
u; uy o uyyy o +uly — 2,

J o 1]77""1 _ R(n,l)

k h2 J ?

;”) — ﬂ? _ u;”) I

n+1 n+1 n+1 n n,l
"1 42X — k) — Ael" T —nelitt = el 4 kRIMY

et donc, en notant e erreur de discrétisation en (z;,t,), on a :

On obtient donc, de maniere similaire a la question 3 :
(n+1) _ (n+1) s (n+1) . (n+1)
jo | = maxe; puis ;" =mine; ")
1
1—
Par récurrence sur n, on obtient alors

(en considérant e

e < ™ + kC(k + h?).

. 1 n
1€ < (12 ) OO+ 82+ 10

d’ou
1€ |oo < Co(T, a)(TC(k + h?) + [[€°]|o0)-
De méme, pour le schéma (2.5.111), on écrit 'erreur de consistance :

) (D) ndd oo (nt1)
U T U (RS 220 )

k h2 J J

et done: (n+1) (n+1) (n+1) (n) (n,2)
e; (142X —Ae; T —Aeyy = (L4 k) +ERTT.
Par des raisonnements similaires a ceux de la question 3 on obtient alors :
le§ 11 < (1 + B (O] + kC(k + 1))
d’out
le™loo < CL(T) (V]| + kC(k + h?)).
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Corrigé de I’exercice 21 page 57

1. On s’intéresse ici a Pordre du schéma au sens des différences finies. On suppose que u € C*([0, 1] x [0, T7])
est solution de (2.5.113) et on pose

u} =u(jh,nk), j=0,...,N, k=0,..., M.

L’erreur de consistance est définie par :

a"tt— At @ —2at +
R = 2 ;L T Rl i N—-1,k=1,...,M—1.
j 2k h2 )j 3 ) ) ? )
On cherche une majoration de R} en utilisant des développement de Taylor. Soit j € {1,..., N—1}, k €

{1,..., M —1}. Nl existe (&,t;) € [0,1] x [0,T],i=1,...,4, t.q. :
) k2 k3
a;”’ = u} + kuy(jh,nk) + Eutt(jh, nk) -+ Euttt(fl, t1),

n—1 —n ; k2 / s
; — uj _ kUt(jh, nk) + Eutt(jh, nk) - ?uttt(ééat?)a

_ _ ) h? . h? . h*
Ufjfl - Ufj - hur(.]h; nk) + 7“7"7"(.]]7/; nk) - FU’I"I"I‘(]hﬁ nk) - ﬂurrrr(&% t3)a

h? h? h*
On en déduit :
k2 h?
Rn - Ut(jh, nk) + — (uttt(fla tl) + uttt(£2a t2)) - ua:a:(ﬂha 'ka) a1 (ua:a:a:a:(f& t3) + ua:a:a:a:(féla t4)) )
J 12 24

et donc, comme u est solution de (2.5.113),
|R}| < Ci(k* + 1),

ot Cy ne dépend que de u. Le schéma (2.5.114) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie” les conditions aux limites dans (2.5.113).
Plus précisément, on s’intéresse a (2.5.113)avec x € IR (au lieu de = €]0, 1[) et on remplace les conditions
aux limites par des conditions de périodicité (exactement comme on I’a vu au paragraphe 2.4.2 page 39).
Enfin, on prend une condition initiale de type "mode de Fourier”, avec p € IR arbitraire, et uy défini par :

up(z) = e, x € R.

La solution exacte est alors : )
u(z,t) =e P e xR, t € Ry,

c’est—a—dire )
u(-t) =e P luy, t € Ry
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Le facteur d’amplification est donc, pour tout ¢ € R4, le nombre eP’t. Ce facteur est toujours, en
module, inférieur a 1. On va maintenant chercher la solution du schéma numérique sous la forme :

ul = et € Z,n €N, (2.7.148)

ou & et & € IR sont donnés (ils donnent u(; et ujl pour tout j € Z) et &, € IR est & déterminer de
maniere a ce que la premiere équation de (2.5.114) ) soit satisfaite.

Ce facteur &, va dépendre de k, h et p. Pour k et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann
si, pour tout p € IR, la suite (§,)nen est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs
de k et h) dit instable au sens de Von Neumann.

Un calcul immédiat donne que la famille des uy, définie par (2.7.148), est solution de la premiere équation
si et seulement si la suite (&, )nen vérifie (on rappelle que &y et & sont donnés) :

n — Sn— 2
% = ﬁ(COSPh —1)&n, n > 2,
ou encore, en posant

4k
a = 5 (cosph —1) (< 0),

fn-i-l — Oéfn — fn—l = 0, n Z 2 (27149)

En excluant le cas « = —2 (qui correspond, pour k et h donnés, a des valeurs de p tres particulieres), la
solution de (2.7.149) est

& =Arl + Bry, A >0, (2.7.150)

ot A et B sont déterminés par &y et & (de sorte que {g = A+ B, & = Arq + Bra) et r1, 72 sont les deux
racines distinctes de :

r?—ar—1=0. (2.7.151)
Les nombres 1 et r9 sont réels et comme r1r, = 1, 'un de ces nombres est, en module, supérieur a 1.
Ceci montre que (&), est une suite non bornée (sauf pour des choix tres particulier de &y et &1, ceux
pour les quelles & = &yro ol 1o est la racine de (2.7.151) de module inférieur & 1). Ce schéma est donc
instable au sens de Von Neumann, pour tout & > 0 et A > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéresse maintenant a la quantité SJ’»L (qui est toujours
Perreur de consistance) :
"t — R (T S T T

n __ j J - J . _ _ _
Gl o . j=1,...,.N—1, k=0,...,M—1.

En reprenant la technique de la question 1, il existe (&,¢;), i =1,...,6 t.q.

h? h? k2 k2
Si = 12 (were (€1, 1) + weee (§2,t2)) — BV (Uzzzz (€3, t3) — Uzzaa(Easta)) + Whtt(€5at5) + Wutt(&iatﬁ)-
Ce qui donne, avec Cy ne dépendant que de wu,
12
1S < Cy <h2+k2+ﬁ> j=1,...,N—-1, k=0,...,M—1.

k
Le schéma est donc consistant quand h — 0 avec 7 0.
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4. On reprend la méthode développée a la question 2, la suite (&), doit maintenant vérifier la relation
suivante (avec &g, &1 donnés).

fn—i—l - gn—l _ 2COS(ph)§ . gn—l + gn-l—l
2k N h? " h? ’

n>2

c’est a dire :
1 1 2 cos(ph) 1 1
- = 7 N = > .
En+1 <2k‘+h2> 2 &n + &1 (h2 2k) 0,n>2

L’équation caractéristique est maintenant :

p(r)=ar’ +br+c=0,

e 1 1 2 h 1 1
a:——i——,b:—M etc=— — —.
2k h? h? h%  2h
Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffit d’apres (2.7.150) de montrer que les deux
racines du polynome p sont de module inférieur ou égal & 1. On note 71 et 79 ces deux racines (qui peuvent
étre confondues) et on distingue 2 cas :

1. ler cas : Les racines de p ne sont pas réelles. Dans ce cas, on a |r1| = |ro| = v et
c
Y= |_| <1,
a

car k > 0.

2. 2¢me cas : Les racines de p sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

&
rire = — <1,
a

2
et 'une des racines, au moins, est donc entre —1 et 1 (strictement). De plus on a p(1) = 77~
2 cosph 2 2 cosph
h2p > 0et p(—1) = 72 + TP > 0, Pautre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens

large).

On en déduit que le schéma (2.5.115) est stable au sens de Von Neumann.

Corrigé de I’exercice 22 page 58 : schémas centré et décentré

1. Schéma explicite décentré

(a) Par définition, l'erreur de consistance en (z;,t,) s’écrit : On s’intéresse ici a I'ordre du schéma
au sens des différences finies. On suppose que u € C*4([0,1] x [0,7]) est solution de (2.5.116)

et on pose
a? = u(ih,nk),i=0,...,N, k=0,..., M.
Pouri=1,....,N—1letk=1,...,M — 1, Perreur de consistance en (x;,t) est définie par :
n 1 T 1 Qo _p —n o n _n _n
R} = E(“i o) — E(“’? —al ) - ﬁ(ui_l —2a} +aly,). (2.7.152)
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Soiti € {l,..., N—1}, k€ {1,..., M —1}. On cherche une majoration de R!" en utilisant des
développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe (£¢,t¢) €
0,1] x [0,T], £ =1,...,4, t.q. :

k2

uptt = a4 kug(ih, nk) + ?Utt(fla t1), (2.7.153)
h2

ul | =uy — hug(ih,nk) + Eum(ég,tg), (2.7.154)

h? h? ht
a y =al — hug(ih,nk) + Euw(zh,nk‘) — guwr(zh, nk) — ﬂumm(fg,tg), (2.7.155)

2 3 4

h
ujy = Uy + hug(ih,nk) + %uw(zh, nk) + %uwr(zh, nk) + ﬁumm(&, tg). (2.7.156)

On en déduit :

k h
R = u(ih,nk) + Suee(y, t1) + aus (ih, nk) + a5 uas (€2, t2)
h2
MUz (Zha 'flk) - Mﬂ (uwwxx (537 t3) + Hugzze (54’ t4)) ’

et donc, comme u est solution de (2.5.116), pour h assez petit, on a :
[R'| < Ci(h + k),

ot C; ne dépend que de u. Le schéma (2.5.117) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en
espace.

(b) Cherchons les conditions pour que ]! s’écrive comme combinaison convexe de ul,ul ; et

uj ;. On peut réécrire le schéma (2.5.117) :

1 ' ' ak  2upk ,uk ak  pk

M= qul' + buly | + cul 4, avecazl—T— h2,b— et c = h+h2
Il est facile de voir que a +b+ ¢ =1, et que b > 0, ¢ > 0. Il reste a vérifier que a > 0; pour
cela, il faut et il suffit que k + th < 1. Cette condition sécrit encore :

h2
- . 2.7.157
~ ah+2u ( )
Si h et k vérifient la condition (2.7.157), on pose : M™ = max;—1.. n u}' (resp. m" = min;—y. n ul".
Comme u)' ™ est une combinaison convexe de u?,u} ; et uz 1, on a alors : uf Tt < MM Vi =

1,....,N (rebp u ™ >m" Vi=1,...,N) et donc: M"1 < M™ (resp. m"Jrl >m"). On a
ainsi montré que :
[ oo < [lu™ oo
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On a de méme :
U™ [loo < "] oo-

[utfloo < [1u]loo-
En sommant ces inégalités, on obtient :
[u" oo < [|u]loo-

Donc, sous la condition (2.7.157), on a [[u™ || < [Ju"| s et donc |[u"||so < [|1°]|o0, pour tout

n=1,...,N.
(c¢) En retranchant ’égalité (2.7.152) au schéma (2.5.117), on obtient I’équation suivante sur el :
E(ei el + E(ei —eily) — ﬁ(ei—l —2ei +eiyy) = R
ce qu’on peut encore écrire :
k k k
entl = (1— Ta - zh—’j)e? + e;zlh—‘; +ER™. (2.7.158)

Sous la condition de stabilité (2.7.157), on obtient donc :

e < e o 4+ Ci(k+ h)k,
e Mo + Ci(k+h)k,

o
'3
A

7 =

< : + :
i< efle  + Cilk+h)E,

Siat=0,ona e’ =0, alors on éduit des inégalités précédentes que |e?| < C1T(k+ h) pour
tout n € IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.

(a) (Consistance) En utilisant les développements de Taylor (2.7.153) (2.7.155) et (2.7.156), et les
développements suivants :

h? h3
al ;= al — hug(ih,nk) + Eum(ih,nk) - Eumw(§5,t5),

h? h?
Uy = Uy + hug(ih,nk) + Eum(ih, nk) + Eumm(&;, tg),

on obtient maintenant :

_ k ) h?
RZ] = Ut (Zh; ’I’Lk) + §utt (617 tl) + auy (Zh, nk) + OZE (Uﬁc"cr(§5; t5) + UUzzq (567 tﬁ))
. h?
—HUUgy (’Lh, nk) - /-Lﬂ (u’E’I"I"I'(gga t3) + ,uu’E’I"I"I'(§4) t4)) B}

On en déduit que
|R?| < C3(k + h?),
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(b) Le schéma s’écrit maintenant :

= 2uk k k k k
ul = aul + bul' +éul avec&zl—%,b:%—%etézl;—?—i—%.

. ~ - ~ 1 . ..
Remarquons que l'on a bien : a + b + ¢ = 1. Pour que u?+ soit combinaison convexe de u,

ug et uil g, il faut et il suffit donc que a > 0, b> 0, et ¢ < 0. L’inégalité ¢ > 0 est toujours
vérifiée. Les deux conditions qui doivent étre vérifiées par h et k s’écrivent donc :

i.a>0,ie 1— 2,’1‘—2]@ > 0, soit encore

2
k<
=32
ii. b >0 i.e. g—’; — O‘Tk > 0, soit encore
1
h < —.
~ 2«
Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :
1
h< 2ot k< = n2 (2.7.159)
2a 21

Pour obtenir une borne d’erreur, on procede comme pour le schéma (2.5.117) : on soustrait la
définition de 'erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

entl = el + by, + éel , + kR (2.7.160)

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentré, on obtient donc que si € = 0, on a
le?| < Cy(k + h?), avec Cy = TCs.

Corrigé de l’exercice 23 page 59 : Discrétisation d’un probleme parabolique
non linéaire

Corrigé en cours de rédaction
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